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EL DESARROLLO DEL ALGEBRA MODERNA

Parte I11: El surgimiento del algebra abstracta

Guillermo Dévila Rascon

Los matematicos no estudian los objetos, sino las
relaciones entre los objetos; por tanto, les es indiferente
reemplazar estos objetos por otros, con tal que no
cambien las relaciones. La sustancia no les importa,
solo les interesa la forma.

Henri Poincaré’

1. INTRODUCCION

Mencionabamos en la segunda parte de estas notas que la contribucion de Francisco Vieta
(1540-1603) al desarrollo del algebra fue muy importante, no sélo por haber sido el primero
en introducir una notacion mucho mas adecuada para el analisis algebraico que la de sus
predecesores, sino que proveyo al algebra de un nuevo enfoque: en su trabajo encontramos
un nuevo simbolismo para denotar entidades algebraicas, una clara inclinacién hacia el
analisis como el método del algebra y una negacién de la geometria como su fundamento.
Ese método, al cual llamo logistica simbdlica, fue introducido en su Arte Analitico, y ...
emplea simbolos o signos para cosas, como, digamos, las letras del alfabeto” [21, p. 17];
asimismo, en este trabajo Vieta establecid las reglas en las que se basaba su novedoso
método. La logistica simbdlica le permitio a Vieta representar por medio de las letras del
alfabeto las variables, e incluso los coeficientes, en una ecuacion; esto trajo una ventaja
adicional: las operaciones presentes en la resolucion de una ecuacion se hicieron mucho
mas visibles y, de esta manera, se pudo dar un paso decisivo hacia la generalizacion de las
diferentes “recetas” que se tenian para resolver ecuaciones algebraicas, lo cual abrié nuevos
caminos que le permitirian al algebra consolidarse, en los dos siglos siguientes, como una
rama totalmente independiente dentro de las matematicas.

Por otra parte, no podemos pasar por alto el gran talento matematico de Vieta pues sus
contribuciones a las matematicas no se limitan solo a la introduccion de un nuevo
simbolismo algebraico. De hecho, sus intereses matematicos eran variados e hizo
contribuciones originales en trigonometria, en la solucion de ecuaciones por métodos
numéricos y en la aplicacion del dlgebra a la geometria. Sin embargo, una de sus “faltas”
fue la de no considerar nUmeros negativos como soluciones de ecuaciones, por lo que en
este aspecto no siguié a Cardano, para quien era bastante natural trabajar con cantidades
negativas como raices de ecuaciones a las cuales llama “soluciones falsas” e identifica con
“débitos”; asi, es clara la aceptacion, por parte de este ultimo, de los nUmeros negativos.
Mas importante aun, es su reconocimiento de los nimeros imaginarios, aunque como
entidades verdaderamente sofisticadas (ver la Parte I1).

! Citado en [15], p. 351.
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También es preciso sefialar que el simbolismo introducido por Vieta no estaba
completamente desarrollado pues era una mezcla de &lgebra abreviada con un estilo
simbolico; no obstante, fue lo suficientemente flexible como para sentar las bases de la
teoria moderna de ecuaciones. En efecto, Vieta considera ecuaciones generales y no casos
particulares como lo hicieron Cardano y sus antecesores; ademas, si bien este ultimo ya
habia entendido la estrecha relacion entre los coeficientes de una ecuacién algebraica y sus
raices, con el nuevo simbolismo quedé mucho maés clara esta simbiosis para todos los
matematicos. Asi, en el esquema de Vieta, un analista (algebrista), armado con este
simbolismo, podria encontrar resultados para ecuaciones algebraicas generales y luego
aplicarlos a casos particulares.

En Inglaterra, por otro lado, las ideas de Vieta tuvieron mucha influencia en dos
académicos que, como veremos mas adelante, fueron los precursores de una escuela inglesa
que favorecid el estilo simbdlico y establecié las bases para el desarrollo de una algebra
simbolica en la isla. Ellos fueron Thomas Harriot y William Oughtred, de cuyas
contribuciones hablaremos brevemente en esta seccion.

Thomas Harriot (1560-1621) fue un matematico de cuya obra matematica se conocia muy
poco, pues solo desde hace unas cuatro décadas los historiadores han mostrado un mayor
interés por su legado. El estudio de sus manuscritos, que se calculan entre siete mil y ocho
mil paginas, ha revelado a Harriot como un matematico muy competente que también hizo
aportaciones importantes a la astronomia y a las ciencias naturales. Desafortunadamente,
Harriot nunca publicé sus investigaciones cientificas por lo que en su testamento dio
instrucciones para que so6lo se dispusiera de sus escritos matematicos y se publicaran, tarea
que le fue encomendada a su discipulo y amigo Nathaniel Torporley, quien no completo la
compilacion de las notas. No fue sino hasta diez afios después de la muerte de Harriot que
Walter Warner, otro discipulo y amigo, editd parte de los manuscritos algebraicos, los
cuales se publicaron en 1631 bajo el titulo Artis Analyticae Praxis ad Aequations
Algebraicas Resolvendas® en el cual Harriot introduce una notacién que va un poco mas
alla de la propuesta por Vieta.

La Préctica Analitica de Harriot es un trabajo sobre teoria de ecuaciones y la solucion
numérica de ecuaciones polinomiales; en él se introducen algunos simbolos de relacion
tales como “<”y “>” para las relaciones "menor que™ y "mayor que", respectivamente, que
no fueron usados originalmente por Harriot, si bien, éste fue el primero en usar simbolos
para esas relaciones. El simbolo para la igualdad, parecido al que usamos actualmente, ya
tenia tiempo en uso desde que fue introducido por Recorde en 1557 y también se usa en la
Praxis aunque Harriot usaba uno ligeramente distinto: dos segmentos de recta paralelos
ligados por dos perpendiculares que los unian. La multiplicacion la denotaba con el simbglo
, que también se introduce en su libro. Asi, el producto (a+b)(a+d) en nuestra notacion

moderna aparece en los manuscritos y en la Praxis como
a+
a+

2 practica del Arte Analitico para la Resolucién de Ecuaciones Algebraicas.
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Harriot, al igual que Vieta, usaba vocales para denotar la incognita en una ecuacion y
consonantes para las constantes; ejemplos tipicos que aparecen en sus escritos son los
siguientes:
aaa—baa—bca+caa—bda+daa+cda=bcd,
aaaa+ 28aaa+183aa=972.

En este caso, aaaa denota a*, aaa denota a®, etcétera, la cual es una simbologia mucho
mas adecuada que la usada por Vieta, pero no completamente desarrollada aun.

El &lgebra que se nos revela a través de la Praxis no es, por mucho, comparable al algebra
de los manuscritos inéditos de Harriot. Mientras que en aquélla se presentan muchas
repeticiones de ejemplos muy similares en lo que toca al anélisis de ecuaciones y ademas es
posible encontrar bastantes errores, atribuibles quizas al editor, en los manuscritos el
algebra que se nos presenta es mas sofisticada. Por ejemplo, en la Praxis, a excepcion de
dos casos, sOlo se reconocen raices positivas de ecuaciones aunque si se manejan
ecuaciones con coeficientes negativos. Por otro lado, en los manuscritos se dan ejemplos de
ecuaciones de cuarto grado con un analisis muy completo en las que se obtienen todas sus
raices, sean estas positivas, negativas o complejas. A este respecto y para darnos una idea
de la maestria de Harriot para resolver ecuaciones, presentamos el siguiente ejemplo
tomado de sus manuscritos, el cual no esta incluido en la Praxis: se trata de resolver la
ecuacion bicuadratica a* —6a” +136a =1155, misma que Harriot escribia como
aaaa—6aa-+136a=1155.
A partir de la ecuacion
aaaa - 2aa + 1 = 4aa -136a + 1156,

Harriot procede en los siguientes términos:

| aa—1=2a-34 . laa-1=34-2a i
' 33=2a—aa i 'aa +2a =35
| aa—2a =-33 | laa+2a+1=1+35 |
laa-2a+1=+1-33 o :
ta—1=+-32 | la+1=136
i 1-a=1-32 , 1a=1\36-1=5 |
la=1+-32 1 —a-1= 36 |
ia=1-V-32 | la=-V36-1=-7 |

Creemos que este ejemplo es bastante ilustrativo, muy facil seguir, y nos permite hacer
varias observaciones:

1) Es notable la destreza de Harriot para completar cuadrados.

2) Se nota la simplificacién de varios pasos elementales en el proceso de obtener las raices
de una ecuacion.

3) Se muestra el conocimiento de que la extraccion de una raiz cuadrada nos da dos valores.
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4) Harriot maneja todas las raices por igual, sean estas negativas, positivas, reales o
complejas.

Esto nos da una somera idea de la capacidad de Harriot como matematico y de su dominio
del simbolismo algebraico. Su influencia se dejo sentir en las dos siguientes generaciones
de matematicos ingleses; incluso Lagrange en el siglo XVl y Silvester en el siglo XIX se
expresan muy bien de algunas partes de su trabajo. Ademas, el estudio de los manuscritos
de Harriot ha revelado una gran cantidad de informacion y puesto que el Gnico de sus
trabajos matematicos del que se tenia conocimiento era la Praxis, su papel en la historia de
las matemaéticas fue subestimado durante mucho tiempo.

Podemos catalogar la Praxis como un trabajo bésico que nos ofrece una muy buena

introduccidn a la teoria de ecuaciones, donde las muchas repeticiones de ejemplos similares

quiza se deban a motivaciones de tipo pedagdgico. En esta obra se destaca el simbolismo

empleado por su autor, lo cual lo pone en el camino adecuado para una mayor

generalizacién de los procesos algebraicos. Ademas, de acuerdo al contenido de la Praxis y

de sus manuscritos, se pueden hacer varias afirmaciones:

1) El &lgebra de Harriot es parte de una profunda transformacion que se estaba dando en el
algebra de ese tiempo.

2) El simbolismo de Harriot es novedoso para su tiempo.

3) La generalidad de sus métodos lo encaminan hacia una “nueva algebra”.

4) La solucién numeérica de ecuaciones por medio de aproximaciones sucesivas que se
presenta en la Praxis, hace que se consolide el método algoritmico.

5) Fue el primero en dar una solucidn algebraica simbdlica de la ecuacion cubica.

6) Fue el primero en observar que si a, b y ¢ son raices de una cubica, entonces la ecuacion
puede escribirse en la forma equivalente (x—a)(x—b)(x—c)=0; aqui hemos usado

nuestra notacion moderna para expresar la idea de Harriot.

El otro matematico inglés influenciado por las ideas de Vieta fue William Oughtred (1574-
1660), de quien podemos decir que se dio a la tarea de difundir las ideas del francés en
Inglaterra, subyugado por el simbolismo algebraico de éste y por su Arte Analitico. De
hecho, Oughtred se impuso la mision de "incitar, asistir y ensefiar" a otros en los métodos
del arte analitico, por lo que tuvo muchos discipulos, algunos de ellos hicieron
contribuciones centrales a la ciencia del siglo XVII. Entre los mas famosos podemos
mencionar a John Wallis, Chistoper Wren y Richard Delamain.

En el mismo afio de publicacion de la Praxis de Harriot, 1631, también se public6 un
trabajo de Oughtred que influyd fuertemente en los matematicos de su tiempo. Esta obra
llevaba por titulo Clavis Mathematicae y ha sido considerada una de las publicaciones
matematicas mas influyentes en la historia de las matematicas en Gran Bretafa; esa
influencia se dejo sentir en estudiantes de matematicas de toda la isla e incluso del
continente. Considerado un libro de texto en el cual su “ ... autor no hacia concesiones a
estudiantes debiles” [16, p. 43], la Clave cubria algunos topicos de aritmética, algebra y un
poco de geometria; en él se introducia una gran variedad de simbolos inventados por
Oughtred mismo, de los cuales solo han sobrevivido unos pocos, tales como :: para
proporciones y x para la multiplicacién. Con respecto al contenido algebraico de la Clave,
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su autor se centra en el andlisis algebraico de ecuaciones cuadraticas y sélo se abordan
cuestiones que Oughtred considera adecuadas para estudiantes que inician su entrenamiento
en los métodos del analisis tales como la solucidn general para una ecuacion de segundo
grado con raices positivas, reglas para simplificar ecuaciones y ejemplos de aplicacion del
arte analitico a la geometria.

En cuanto a la escritura de ecuaciones, la Clave sigue un estilo parecido al de Vieta y no tan
desarrollado como el de Harriot. Por ejemplo, de la terminologia A quadratum, A cubus y A
quadrato-quadratum del latin, Oughtred la adapta por Ag, Ac y Aqq para denotar A®, A® y
A*, respectivamente. Ademas, al igual que Vieta, Oughtred acepta los niimeros negativos
como coeficientes de ecuaciones algebraicas pero elude su uso como raices negativas de
ecuaciones y mucho menos acepta raices complejas. Sin embargo, el mérito de este texto
estd en que a traves de él se difundié ampliamente el estilo simbdlico, lo cual propicié una
aceptacion de éste por parte de los matematicos ingleses.

2. HACIA UNA NUEVA ALGEBRA

En la segunda parte de este trabajo mencionamos que la notacion algebraica que usamos
actualmente se debe, en buena medida a René Descartes (1596-1650), quien la introdujo en
La Géométrie, uno de los tres apéndices con los cuales ejemplifica su método “para bien
conducir la razén y buscar la verdad en las ciencias” que expone en su famoso tratado
Discours de la Méthode, publicado en 1637.

La Géométrie se divide en tres partes y en ella Descartes presenta lo que hoy conocemos
como geometria analitica; ademas, se formaliza la teoria de ecuaciones y se establecen
muchos de los simbolos y de la terminologia del algebra actual. Este trabajo influyd
profundamente en el desarrollo del &lgebra pues con el método de Descartes las curvas
podian ser estudiadas a través de sus ecuaciones y las ecuaciones a través de sus curvas. En
palabras del propio Descartes: “Cualquier problema en geometria puede ser reducido
facilmente a tales términos que un conocimiento de las longitudes de ciertas lineas rectas
es suficiente para su construccion” (citado en [16, p. 78]). Al denotar las lineas por medio
de simbolos algebraicos y sujetarlas a operaciones geométricas que involucraban
construcciones con regla y compas que correspondian a las cinco operaciones aritméticas
béasicas, i.e. suma, resta, multiplicacion, division y extraccion de raices cuadradas, abrié un
camino en el cual el algebra jugaba un papel muy importante y lo llevé a introducir una
nueva notacién: “por a’ , b®, y expresiones similares, yo ordinariamente hago referencia a
simples lineas, a las cuales, sin embargo, llamo cuadrados, cubos, etc., de tal manera que
pueda hacer uso de los términos empleados en el algebra” (citado en [16, p.79]). Este
nuevo simbolismo algebraico de Descartes usa las primeras letras del alfabeto para denotar
las cantidades conocidas y las ultimas letras se usan para denotar las incognitas; también se

dispone de una notacion mas compacta: X, x*, x°, etcétera, y define los conceptos de
ecuacion y de raiz (de una ecuacion), que fueron aceptados casi de inmediato por los
matematicos de su tiempo.
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Para Descartes era claro, y €l asi lo escribe, que si a es una raiz de una ecuacion polinomial,
entonces x - a es un factor de la ecuacion; también establece la regla de los signos por
medio de la cual podemos estimar el maximo numero de raices reales de una ecuacion de
acuerdo con los cambios de signo de los coeficientes de ésta y Descartes ilustra la regla con
varios ejemplos. Sin embargo, va mucho mas alla al afirmar que “Toda ecuacion puede
tener tantas raices distintas como el ndmero de dimensiones de la incognita de la
ecuacion” (citado en [16, p. 82]), lo que seria para nosotros una primera aproximacion al
Teorema Fundamental del Algebra. Para ejemplificar lo anterior, Descartes considera las
raices x = 2, x = 3y x =4 y muestra que al multiplicar las ecuacionesx—2=0,x-3=0 vy
X —4 =0 se obtiene
x® —9x* +26x-24=0,
una ecuacion en la que la dimensién de la incognita es 3 y tiene tres raices.

Si bien Descartes acepta y trabaja con raices negativas, a las que Ilama falsas, al parecer se
siente mas cémodo usando solo raices positivas; con respecto a las raices complejas, éstas
también son aceptadas por él pues en el libro 11l de La Géométrie hace una afirmacion méas
fuerte que la citada anteriormente, la cual lo acerca mas al Teorema Fundamental del
Algebra: Un polinomio de grado n tiene n raices, sean estas positivas, falsas reales o
complejas. En palabras del propio Descartes: "Ni las verdaderas raices ni las falsas son
siempre reales; algunas veces son solamente imaginarias; esto es, mientras que siempre
podemos concebir tantas raices para cada ecuacion de la forma como ya las he asignado,
no siempre existe una cantidad definida que corresponda a cada raiz asi concebida. De

esta manera, si bien podemos concebir que la ecuacion x* —6x>+13x—-10=0 tiene tres
raices, solamente existe una raiz real, 2, mientras que las otras dos, de cualquier manera
que las incrementemos, disminuyamos, o las multipliquemos de acuerdo con las reglas ya
expresadas, permanecen imaginarias" (ver [16, p.83]). Asi, esas raices que no
corresponden a cantidades son s6lo producto de la imaginacion y Descartes las Ilama
imaginarias; su reconocimiento de éstas va mas alla de lo aceptado por sus colegas
matematicos y, de cierta manera, legitima su uso.

Otro matematico francés a quien también se le atribuye la invencion de la geometria
analitica casi simultaneamente que Descartes, aunque de manera independiente, fue Pierre
Fermat (1601-1665). Sus muchas contribuciones las podemos situar en varias ramas de las
matematicas tales como la teoria de nimeros, el analisis diofantino, la probabilidad y el
calculo, entre las mas significativas. De hecho, en varias de estos campos fue pionero y
dejo una huella perdurable hasta nuestros dias.

A Fermat le debemos el uso de las llamadas coordenadas cartesianas pues fue quien las
introdujo en su exposicién del método de la geometria analitica, mismo que desarroll6 en
su escrito Ad Locos Planos et Solidos Isagoge®, el cual data de 1643 pues en ese afio Fermat
se lo envio a Pierre de Carcavi con quien mantenia correspondencia. Sabemos por varias
fuentes que mucho del material expuesto en esta obra es bastante familiar para Fermat
desde al menos 1629, y para 1636 ya habia descubierto el principio fundamental de la
geometria analitica pues, en sus propias palabras: “Siempre que en una ecuacion final estén
presentes dos cantidades desconocidas, tenemos un lugar geométrico, uno de cuyos

* Introduccioén a los lugares [geométricos] planos y sélidos.
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extremos describe una linea, recta o curva” ([2], p. 346). Sin embargo, es hasta después de
SU muerte que por primera vez se publican muchas de sus investigaciones en su “Varia
Opera”, la cual sali6 a la luz en 1679.

En su Introduccion Fermat sigue la notacion de Vieta y, por ejemplo, la ecuacion de un
circulo la escribe como Bg. + Ag. = Eq. (A y B son incognitas, E es una constante y q es
por quadratum). Ademas, clasifica las secciones coOnicas de acuerdo a su ecuacion y
muestra que toda ecuacion cuadratica en dos incognitas representa una linea recta o una
conica.

Por otra parte, podemos decir que Fermat es el fundador de la teoria moderna de los
nameros y obtuvo una gran cantidad de resultados en este campo. No dio demostracion
alguna de muchos de sus “teoremas”, la mayoria de los cuales han probado ser correctos
pues varios matematicos de las generaciones posteriores a la suya se encargaron de
establecer las demostraciones. La mas famosa de esas afirmaciones es sin duda el llamado
Ultimo Teorema de Fermat que establece que no existen nimeros enteros x, y, z que

satisfagan la ecuacion x" +y" =z" para n > 3, de la cual Fermat afirmaba tener una

demostracion "verdaderamente bella”. Este teorema so6lo se pudo probar hasta hace poco
tiempo, en la ultima década del siglo XX por Andrew Wiles, del Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton. Las matematicas desarrolladas para lograr esta proeza han dejado
una profunda huella en el &lgebra contemporanea, en la teoria algebraica de nimeros y en la
geometria algebraica. A propdsito, se le llama “ultimo teorema” no porque haya sido el
ultimo enunciado por Fermat sino porque fue el tltimo en ser demostrado.

Mientras en la Europa continental tenian lugar todas esas novedosas ideas, en Inglaterra, un
discipulo de Oughtred, John Wallis (1616-1703), llegaria a ser reconocido como uno de los
mejores matematicos del continente. En 1648 estudio a Descartes y se replanted el trabajo
de éste con respecto a la ecuaciéon bicuadratica; Wallis le dio un nuevo enfoque al
factorizarla por medio de dos ecuaciones cuadraticas. Para el afio de 1656 se publica su
libro Operum Mathematicorum Pars Altera* el cual consta de dos partes siendo una de ellas
el Tractatus de Sectionibus Conicis°. Este tratado es el primer texto sobre las cénicas desde
un punto de vista Cartesiano y aparte de éstas, se estudian curvas planas tales como la

parabola cubica a’y = x° y la pardbola semictbica ay® = x*, la cual jugd un importante
papel en el desarrollo posterior del célculo infinitesimal.

Pero el trabajo que mas fama le trajo a Wallis fue su Aritmética Infinitorum®, que se publicé
en 1655; esta obra ejerceria una influencia decisiva en el trabajo de Newton sobre el célculo
infinitesimal. En particular, es en este tratado donde aparece la famosa formula:

4 9 25 49 81

=X X X X X

7T 8 24 48 80
En 1659 Wallis publica Tractatus Duo en el cual se presentaban sus investigaciones sobre
algunas curvas tales como la cicloide, la cisoide y también sobre otras figuras geométricas.

* Obra Matematica Selecta.
® Tratado de Secciones Conicas.
® Aritmética del Infinito.
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Otro texto de Wallis de titulo Treatise of Algebra, Both Historical and Practical se publico
en 1685 y su autor adopta una posicién un tanto chauvinista pues acusa injustamente a
Descartes de que gran parte de su trabajo lo tomd de la Praxis de Harriot y trata de hacer
ver que el &lgebra simbolica de Vieta ya estaba presente en la matematica griega.

Mencién especial debemos hacer de Isaac Newton (1642-1727) de quien se dice ha sido
uno de los mas grandes cientificos de la historia de la humanidad. Su trabajo mas conocido
y admirado es Philosophiae Naturalis Principia Mathematica’ (1687) en el que establece
las leyes del movimiento de los cuerpos y las leyes de la gravitacion universal sobre bases
geométricas; también hizo contribuciones fundamentales en Optica y por eso la idea que se
tiene de él es la de un fisico-matematico. Sin embargo, su contribucién a las “matematicas
puras” y en particular al desarrollo del algebra, son suficientes para asegurarle un lugar
junto a los mas grandes matematicos de todos los tiempos [6, p. 6].

Se sabe con certeza que el periodo de 1664 a 1667 fue determinante en la vida de Newton
pues muchas de sus mas revolucionarias ideas las desarrolld en esa época. Antes de esos
afios sus lecturas habian sido mayormente sobre filosofia aristotélica, lo comun en las
universidades europeas de ese tiempo; sin embargo, aprendi6 muy bien el estilo de
razonamiento l6gico usado por Aristételes en su complicado sistema filoséfico. En 1664
sus lecturas fueron mas all4 de las que ofrecia el curriculum tradicional y se abri6 a las
ideas cartesianas.

Si bien Newton ya habia leido a Euclides cuando estudiante, sus conocimientos de
geometria no eran particularmente profundos y, aunque parezca contradictorio, su interés
por la astrologia lo llevé a estudiar trigonometria en 1663. Al no entender varias
demostraciones de su texto de trigonometria por falta de bases geométricas firmes, vuelve
de nuevo al estudio de la geometria euclidiana aunque sus lecturas fueron bastante
superficiales ya que solo leia los enunciados de los teoremas pues las demostraciones le
parecian muy sencillas, opinion que cambid al llegar al llamado Teorema de Pitagoras. Esto
hizo que releyera a Euclides con mayor atencion de principio a fin. Después leyo la Clave
de Oughtred y tuvo algunas dificultades para entenderlo por completo. Cambid entonces su
lectura a la Geometria de Descartes en la edicion latina que de esta obra habia realizado
Frans van Schooten la cual se publico en 1649; uno de los grandes méritos del trabajo de
Schooten fue que esta edicion estaba ampliamente comentada y presentaba explicaciones
muy valiosas del trabajo de Descartes. Despues de varias relecturas entendié a Descartes
mejor que a Euclides por lo que leyd de nuevo a éste Ultimo y, por segunda vez, a
Descartes. Luego vinieron las lecturas de Arithmetica Infinitorum de Wallis; Euclides
Elementorum de Isaac Barrow, quien también fue su maestro; la Opera Mathematica de
Vieta; también es muy posible que haya leido el Tractatus Duo de Wallis.

Fue en la lectura de la Arithmetica de Wallis que Newton vino a descubrir su famoso
Teorema del Binomio el cual ya se conocia desde mucho antes para exponentes enteros no
negativos. En nuestra notacion moderna este teorema lo expresamos como:

" Principios Mateméticos de la Filosofia Natural.
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(a+ b)n — Zi:(::}an—kbk ,

i , n n!
donde n es un entero no negativo, a, b nimeros reales y (k]

T KI(n—k)
Newton lo generaliz6 para exponentes fraccionarios y negativos, y aparecioé publicado por
primera vez en el Tratado de Algebra de Wallis, con el debido crédito a su descubridor.

Debemos decir que Newton no dio una demostracion rigurosa del teorema sino que llegé a
su formulacion después de sus investigaciones sobre el calculo de &reas bajo curvas con

ordenadas de la forma (1—x*)". De hecho, en la Arihtmetica ya habia estudiado cémo

calcular areas bajo curvas con ordenadas de la forma (1—x*)?, donde n es un entero
positivo par.

Newton estaba sumamente complacido por este resultado, el cual fue muy importante en
sus posteriores investigaciones que lo llevaron a la formulacién del célculo diferencial e
integral. Las demostraciones rigurosas del mismo vinieron después con McLaurin (para
valores racionales de n); Giovanni Francesco Salvemini y A. G. Kastner (para valores
enteros de n); Euler (para valores fraccionarios de n), y Abel (para n complejo).

Otro resultado muy importante de Newton tiene que ver con polinomios simétricos, que
ahora trataremos de explicar. Si se tiene la expresion polinomial

p(u,v,w) =u® +v? +w?
y hacemos intercambios de las variables u, v o w, entonces el polinomio p queda invariante,
es decir, no cambia. Por ejemplo, si permutamos u por w se tendria
p(w,v,u) =w? +v2 +u® =u? +v? +w? = p(u,v,w),
de donde se observa que el polinomio p no cambi6 al realizar la permutacion anterior.

Decimos entonces que p es un polinomio simétrico. En este caso se tienen tres variables
pero nuestros polinomios pueden ser de cualquier nimero de variables.

De particular importancia son los polinomios simétricos elementales que en el caso de dos
variables son

o, (uVv)=u+v
o,(u,v) =uv;
estos polinomios estan ligados a una ecuacion de segundo grado de la siguiente manera:
Supongamos que u y v son las raices de la ecuacion
x> +ax+b=0,
donde a y b son nimeros complejos; de aqui se sigue que
x> +ax+b=(Xx-u)(x-v)=x*—(U+V)x+uv=0,
y por lo tanto, se tiene una relacion entre los coeficientes de la ecuacion y los polinomios
simetricos elementales en sus raices:
—a=Uu+v=o0,
b=uv=o,.
Similarmente, para una cubica de la forma
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x® +ax® +bx+c=0, (2.1)
donde los coeficientes a, b y ¢ son complejos y si suponemos que sus raices son u, vy w,
entonces
x® +ax® +bx+c=(Xx—u)(x—Vv)(x—w)
=x% — (U+V+C)X* + (UV + UW+ VW)X — UVW
= 01
por lo que
—a=u+v+w=r,(u,v,w)
b=uv+uw+w=17,(U,v,w)
—C=Uuvw=7,(U,v,w),
son las relaciones de los coeficientes de la cubica con los polinomios simétricos
elementales 7z, 7, y 7, en las raices u, v y w. Notemos que no es necesario conocer las

raices sino que basta con suponer su existencia. Es claro que lo anterior se puede
generalizar para una ecuacién de grado n y se tendrad una relacion entre los coeficientes de
la ecuacion y los n polinomios simétricos elementales de sus raices.

Como se menciond en la segunda parte, Cardano ya habia entendido, al menos para la
clbica, esta relacion entre coeficientes y raices. En el nuevo esquema de Vieta, estas
relaciones fueron méas evidentes y él mismo fue el primero en observar que ésta era una
regla que se cumplia siempre para las ecuaciones algebraicas de grado menor o igual al
quinto.

En 1707 se publica el libro Arithmetica Universalis de Newton, cuando éste ya gozaba de
fama mundial y habia cesado en gran parte su actividad cientifica. Se sabe que los
resultados que aparecen en este texto habian sido descubiertos mucho tiempo atrés por su
autor y solo vieron la luz hasta ese afio. Entre esos resultados, Newton enuncia un teorema
sobre las sumas de potencias de las raices de una ecuacion polinomial de la forma
X" +a X"t ra, X"+ +a ,x+a =0, (2.2)
el cual vendria a ser muy importante en los desarrollos posteriores del &lgebra. Por ejemplo,
para el caso de la cubica (2.1), Newton deduce, entre otras relaciones, que
u+v+w=-a,
u®+vi+w?=a?-2b,
u®+v®+w’ =-a’®+3ab-3c,
y da muchas otras formulas para diferentes combinaciones de potencias de las raices para la
clbica y para ecuaciones de grado 8, aunque es claro que estaba consciente de que hay
formulas anadlogas para ecuaciones de cualquier grado, como en (2.2), es decir, que
cualquier polinomio simétrico en las raices de una ecuacion se puede expresar en términos
de los coeficientes de la ecuacion [6, p. 8]. Este resultado es la piedra angular en el que se
basaron los trabajos posteriores sobre la teoria de ecuaciones, los cuales vieron su
culminacion en una bella teoria de la cual nos ocuparemos mas adelante, a saber, la Teoria
de Galois.

Otro personaje muy importante en la historia del desarrollo del algebra es Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716). Coinventor del célculo diferencial e integral de manera
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independiente de Newton, estos dos personajes se enfrascaron en una amarga disputa por
los derechos de autoria del calculo la cual era atizada por el gran genio inglés de manera
indirecta a través de sus incondicionales de la Real Sociedad de Londres. Hoy sabemos que
las acusaciones de plagio en contra de Leibniz eran infundadas y podemos darnos una idea
clara de lo que cada quien aportd a esta rama fundamental de las matematicas. Sin
embargo, las contribuciones de Leibniz al algebra son también importantes aunque poco
conocidas.

Una de estas contribuciones tiene que ver con la generalizacion del teorema del binomio a
expresiones multinomiales tales como (a+b+c)", (a+b+c+d)", etc. También se le
atribuye el haber sido el primero en introducir la nocion de determinante al trabajar con
sistemas de ecuaciones. Otra de sus aportaciones tiene que ver con los nimeros complejos,
cuyo estudio habia sido relegado en ese tiempo. Leibniz prueba en 1676 que

\/1+ \/j + \/1— \/j = x/g,

y algunos afios mas tarde, en 1702, que

x*+a’ = (x+a /- ~1)(x+a D (- a - - D)(x-a - 1)
esto hizo que Leibniz se sintiera bastante impresionado por todo el potencial que ofrecian
los nimeros complejos aunque al parecer nunca explord la posibilidad de darles una
representacion geomeétrica y el estatus que les dio estaba a medio camino entre la existencia
y la no existencia.

Su otra gran contribucién a las matematicas tiene que ver con lo que podriamos llamar el
algebra de la l6gica. En efecto, se puede considerar a Leibniz como el precursor de la l6gica
simbolica pues sus contribuciones al area fueron importantes y se dice que con él, la l6gica
aristotélica adquirio nueva vida, después de haber estado casi en el olvido. Sus
investigaciones en ldgica lo llevaron a plantearse la busqueda de una characteristica
universalis pues creia firmemente que combinando la Idgica y las matematicas se podria
crear un lenguaje simbdlico general en el cual todos los problemas cientificos serian
resueltos con un minimo de esfuerzo. En este lenguaje universal, las proposiciones y las
relaciones logicas entre ellas serian representadas por letras y simbolos, de tal manera que
"... todas las verdades de razon se reducirian a una especie de calculo, y los errores sélo
serian errores de computacion™ (citado en [11, p. 15]. Esta especie de célculo que se
imagind Leibniz, y que él llamaria calculus ratiocinator (es decir, calculo 16gico), “... no es
otra cosa, de hecho, que una operacién mediante simbolos, que tiene lugar no sélo en el
caso de las cantidades, sino también en cualquier otro razonamiento.

En estas ideas de Leibniz se puede encontrar el germen de la ldgica simbolica o
matematica, aunque es preciso sefialar que dichas ideas no fueron formalizadas por él y
habria que esperar casi dos siglos mas para que se concretaran en la gran obra de George
Boole (1815 — 1864) quien establece las bases algebraicas de la ldgica.

En resumen, es un hecho incuestionable que durante los siglos XVIy XVII surge una nueva
algebra, que no solamente contribuyd en el desarrollo del célculo diferencial e integral,
sino que sus métodos, su simbolismo y su relacion con la geometria serian parte
fundamental de los grandes progresos matematicos que se dieron en los siglos XVIII y
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XIX. Con la expresion “nueva algebra” no nos estamos refiriendo al algebra abstracta sino
que nuestra intencion es, por un lado, hacer hincapié en los nuevos desarrollos algebraicos
que se dieron en ese periodo los cuales fueron de indole muy distinta al algebra que les
precedio, y, por otro, subrayar el hecho de que este nuevo simbolismo preparaba el camino
hacia la abstraccion y la generalizacion. Sin embargo, no debemos olvidar que esta nueva
algebra tiene sus fuentes en el Ars Magna de Cardano y en el Artem Analyticem de Vieta,
textos de los cuales ya hemos hablado; asimismo, se caracteriza por nuevos resultados, 10s
objetos con los que se trabaja, su justificacion metodoldgica y una relacién muy diferente
con la geometria pues ya no dependerd mas de ésta ultima para la confirmacion de sus
resultados.

3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Una manera de enunciar el Teorema Fundamental del Algebra (TFA) es como sigue:

Toda ecuacion polinomial de grado n con coeficientes complejos tiene n raices
complejas.

Con esto queremos decir lo siguiente: Si consideramos el polinomio de grado n,
p(x)=a,x"+a, X" +---+a,x+a,, donde a, eC parai =0, .., n, entonces existen n
ndmeros complejos z,,...,z, que satisfacen la ecuacion polinomial p(x) =0, esto es
p(z,)=0parak=1, .., n.

n

Algunas formas equivalentes de enunciar el teorema son:

e El polinomio p se factoriza en un producto de factores lineales como
p(X) =8, (x=2,)(X=2,)-(x~2,).

e El campo de los nimeros complejos es algebraicamente cerrado.

Otra versién menos general que la anterior, pero también bastante conocida es la siguiente:
“Todo polinomio en una variable con coeficientes reales se puede factorizar como un
producto de factores reales de primero o segundo grado”, donde por “factores reales”
entendemos polinomios con coeficientes reales. Damos un ejemplo para ilustrar esto: el

polinomio p(x) = x° —6x* +12x> —12x* +11x -6 se factoriza como
p(x) = (x=1)(x - 2)(x—3)(x* +1), siendo sus cinco raices 1, 2, 3, i, —i. En adelante a un
polinomio con coeficientes reales lo llamaremos un polinomio real.

Podemos decir que los algebristas italianos del siglo XV1 asumian que dada una ecuacion
de grado menor al quinto, con coeficientes enteros, siempre se podian encontrar sus raices.
Ademas, se tienen muchos ejemplos por parte de ellos en los que se dan soluciones
particulares para ecuaciones muy especificas de grado mayor al cuarto. Esto nos indica que
habia cierta conciencia de que una ecuacion cuadratica tiene dos raices, una cubica, tres, y
una bicuadratica, cuatro. Sin embargo, el primero en establecer de forma explicita que una
ecuacion polinomial de grado n debera tener n raices es Albert Girard (1595-1632), quien
en 1629 publica un pequefio tratado de algebra, Invention Nouvelle en [’Algebra, en el cual
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se trata ampliamente el tema de la relacion entre los coeficientes de una ecuacion con las
funciones simétricas de sus raices y también se presentan algunos ejemplos de ecuaciones
de cuarto grado para las cuales establece que hay cuatro soluciones, no méas, no menos.

Descartes, como ya hemos dicho, presenté una version de este teorema en la Géométrie y
da algunos ejemplos para ilustrarlo. También deja en claro el hecho de que si t es una raiz
de una ecuacion polinomial, entonces x - t es un factor de la misma. Algunos otros
matematicos como Newton y Colin Maclaurin (1698-1746) también darian versiones
parecidas pero sin presentar demostracion alguna.

En 1746, Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783) hace el primer intento serio por demostrar
el TFA; su prueba no es del todo correcta pues usa el hecho de que una funcion continua en
un conjunto compacto toma un valor minimo, lo cual se probaria hasta mucho tiempo
después; sin embargo, sus ideas probaron ser de utilidad algunos afios mas tarde. Méas o
menos por esas fechas, Leonhard Euler (1707-1783) pudo probar que todo polinomio real
de grado n, con n < 6, tiene exactamente n raices complejas y ademas era claro para él que

si un polinomio real tenia una raiz compleja de la forma a+b+/—1, entonces su conjugada

a—b-/—1 también era raiz de ese polinomio. En 1749 intent6 el caso general, a saber, que
todo polinomio real de grado n, para n arbitrario, tiene exactamente n raices complejas. Su
prueba es incompleta y Joseph Louis de Lagrange (1736-1813), en una memoria presentada
a la academia de Berlin en 1772, trata de completar la prueba de Euler, aunque su
razonamiento no es muy preciso pues Lagrange, al igual que Euler y muchos matematicos
de la época, operaban libremente con las raices de las ecuaciones como si fueran nimeros
ordinarios sin tomar en cuenta que esas raices podian ser nimeros complejos.

Es a Carl Friedrich Gauss (1777-1855) a quien le corresponde el mérito de haber sido el
primero en dar una prueba convincente, aunque no completamente rigurosa, del TFA en su
tesis doctoral titulada “Nueva Demostracion del Teorema de que Toda Funcion Algebraica
en una Variable puede ser Factorizada en Factores Reales de Primero o Segundo Grado”,
en el afio 1799. En este trabajo se hace una critica de los intentos anteriores de D’ Alembert,
Euler y Lagrange, y se aborda el teorema desde una perspectiva diferente pues Gauss no
calcula las raices de un polinomio real sino que demuestra la existencia de éstas por medio
de un método muy original, que presentamos aqui de manera muy sintetizada. Si el
polinomio real P(z) tiene una raiz compleja de la forma a + bi, entonces P(a + bi) =0y,
ademas, esta funcién algebraica es posible representarla como P(x + yi)=u(x,y) + iv(X,y).
La gran originalidad de Gauss fue hacer corresponder cada raiz compleja a + bi de P con
un punto (a,b) del plano cartesiano. De esta manera, el punto (a,b) debe ser una
interseccion de las curvas u =0y v =0 por lo que es necesario probar que estas dos curvas
se cortan. Gauss utiliza un argumento cualitativo para esta prueba y su razonamiento se
basa en las graficas de las curvas por lo que no es completamente riguroso. Sin embargo, su
argumento es convincente y prueba asi que un polinomio real de grado n se factoriza como
producto de factores lineales de primero y segundo grado.

En 1814, Jean Robert Argand (1768-1822) presenta una prueba sencilla del TFA basado en
las ideas de D’ Alembert y en 1816 Gauss ofrece otra prueba del teorema la cual se basa en
las ideas de Euler; su demostracién es completa y correcta. En ese mismo afio, Gauss
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presenta una tercera prueba del teorema y, en este caso, sus argumentos son de naturaleza
geométrica, como en su primera demostracion.

En 1849, Gauss prueba el TFA en su forma general, a saber, que un polinomio de grado n
con coeficientes complejos tiene n raices complejas, 1o que en términos modernos equivale
a decir que el campo de los nimeros complejos es algebraicamente cerrado.

4. LA ECUACION GENERAL DE GRADO n

Una etapa de fundamental importancia en la historia del algebra podemos situarla hacia la
segunda mitad del siglo XVIII y estd conectada con la teoria de ecuaciones algebraicas.
Uno de los problemas centrales en este tiempo era el de encontrar las soluciones de la
ecuacion general de grado n

X" +a X"t +a X"+ +a,,Xx+a, =0 (4.1)
por medio de radicales, esto es, a través de hacer operaciones aritméticas (suma, resta,
multiplicacidn, division y extraccion de raices) con los coeficientes de la ecuacion.

Los métodos para resolver ecuaciones cubicas y bicuadraticas de los algebristas italianos
del siglo XVI fueron generalizados por varios matematicos en los siglos posteriores; entre
ellos podemos mencionar a Vieta, Descartes, Euler y Bézout. Debido al éxito que éstos
lograron con el anélisis algebraico de la ecuacion (4.1) para los casos n = 3 y n = 4, muchos
de los grandes matematicos de los siglos XVII y XVIII trataron con ahinco de encontrar un
método para resolver por radicales la ecuacién general de quinto grado; algunos de ellos
fueron Newton, Leibniz, Tschirnhausen. D’ Alembert y Euler. Se tenia la idea de que dicho
método debia existir y, en todo caso, si no se habia encontrado era debido a que no se era lo
suficientemente ingenioso y habil. Asi, el problema de la cubico-cuadratica resultd ser
bastante elusivo y no hubo avances significativos sino hasta 1770 con los trabajos de
Vandermonde y Lagrange, los cuales comentaremos brevemente a continuacion.

En 1770, Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) presentd a la Academia de
Ciencias de Paris un trabajo titulado Mémoire sur la Résolution des Equations en el cual
enunciaba que toda ecuacién de la forma

xP-1=0, 4.2)
donde p es un numero primo, es soluble por radicales. Notemos que basta probar el
resultado para los exponentes primos pues si X" —1=0, donde m = np con p primo,
entonces se tiene que x™ —1=(x")? —1=0 y haciendo y = x" se obtiene una ecuacion de

la forma (4.2) para la incognita y, la cual se podria resolver por radicales en caso de que la
afirmacion de Vandermonde fuera correcta. Sin embargo, Vandermonde prueba el resultado
solo para p < 11, lo cual no nos permite resolver el caso general.

Por el teorema fundamental del algebra, la ecuacion
z"-1=0 (4.3)
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tiene n soluciones complejas y a estas se les llama las raices n-ésimas de la unidad.
Decimos que una raiz a de (4.3) es una raiz n-ésima primitiva de la unidad si ¢" =1, o
#lya' #1lparal <j<n.

Las raices de la ecuacion (4.3) son numeros complejos que estan en el circulo unitario
| z|=1 y dividen a éste en n arcos de igual longitud. Si unimos las raices consecutivas por

medio de segmentos de recta, lo que obtenemos es un poligono regular de n lados inscrito
en el circulo. Por tal motivo, a la ecuacién (4.2) se le llama la ecuacion ciclotomica ya que
sus raices dividen (tomos) al circulo (ciclo) en partes iguales.

Ademas, si u es cualquier numero (real o complejo), entonces podemos obtener sus raices
n-ésimas, pues basta resolver la ecuacion z" =u. Si una de las raices de esta ecuacion es
u,, entonces las otras n-1 son au,,a’u,, ...,a""U,, donde a es una raiz n-ésima
primitiva de la unidad. En base a esto, Vandermonde razona que si X, Yy, Z denotan las raices

(desconocidas a priori) de la ecuacion cubica general x®+ax®+bx+c=0, entonces
podemos expresarlas en la forma

X=1[(X+Y+2)+(X+ay+a’z)+(X+a’y+az)]

=1[(x+y+2) +3\/(x+ocy+oc22)3 +3\/(x+oc2y+ocz)3] : (4.4)
donde o es una raiz ctbica primitiva de 1; expresiones similares se tienen paray y z.

Notemos que por lo dicho anteriormente sobre los polinomios simétricos en las raices de
una ecuacion polinomial, se tiene que x +y + z = a, es una cantidad conocida. Ademas, si
gueremos obtener la raiz x, es necesario conocer las cantidades bajo los simbolos radicales
en la ecuacion (4.4). Pero Vandermonde advierte que si

u=X+ay+a’z)’
y

v=X+a’y+az)®,
entonces u+v y uv son polinomios simétricos en x, y, z, y por lo tanto, son conocidos ya
que cualquier polinomio simétrico en las raices se puede expresar en base a los polinomios
simétricos elementales y éstos a su vez estan estrechamente ligadas a los coeficientes de la

clbica, lo cual ya se menciond en la seccidn 2, y era un hecho ampliamente conocido desde
los tiempos de Newton.

Una vez conocidas las cantidades u+ v y uv, es posible obtener los valores de uy v, con lo
cual queda determinada la raiz x en (4.4). En realidad, usando este procedimiento se
obtienen nueve soluciones para x por lo que es necesario probar todas éstas en la cubica
para encontrar la solucion verdadera. Procedimientos analogos para y y para z nos dan las
tres raices de la cubica, probando asi que es posible resolverla por radicales.

Vandermonde da también un método similar para encontrar las raices de la bicuadratica e
incluso analiza algunos casos de ecuaciones particulares de grado superior.
Lamentablemente, su trabajo fue publicado hasta 1774 y sus razonamientos serian
eclipsados por el gran tratado de Lagrange sobre la teoria de ecuaciones.
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En 1771 se publica la memoria de Lagrange, Réfléxions sur la Résolution Algébrique des
Equations, por la Academia Prusiana de Ciencias. Este es un tratado de considerable
extension® en el cual se analizan, desde diferentes puntos de vista, varios de los métodos
conocidos en ese tiempo para resolver por radicales las ecuaciones algebraicas de tercero y
cuarto grado; con base en este analisis, Lagrange presenta un metodo que resume los
anteriores y logra encontrar la caracteristica subyacente en cada uno de los otros métodos:
el hecho de gque funcionen se debe a que es posible reducir cualquier cubica o bicuadratica a
una ecuacién auxiliar cuyo grado es menor, en uno, que el de las ecuaciones originales;
éstas, por lo tanto, admiten una solucién por medio de radicales.

Para ilustrar el método de Lagrange, supongamos que X, Yy, z son las raices de la cubica
general, las cuales no conocemos a priori. Consideremos ahora la cantidad t dada por

t=Xx+ay+a’z, (4.4)
donde a es una raiz cubica primitiva de la unidad. (Las tres raices cubicas de la unidad son
, —14+:Bj _1_35j ) si permutamos las raices en (4.4), entonces obtenemos seis valores
posibles para t pues el total de permutaciones de tres objetos es 3! = 6. Sean t,, t,, ..., t;

los distintos valores que se obtienen de (4.4) al permutar las raices de la cibica. Estos seis
valores satisfacen la ecuacién

f(X) = (X)X - ) (X - ) (X =1, )(x —t;)(x = t;) = 0 (4.5)
y es posible notar que los coeficientes de esta ecuacion son polinomios simétricos en las t; ;
por la manera en que se definieron los t,, también son simétricos en X, y, z; luego, los

podemos conocer en términos de los coeficientes de la cubica que pretendemos resolver. La
ecuacion (4.5) es la ecuacion auxiliar de la que hablamos arriba y hoy es llamada la
resolvente de Lagrange para el caso de la cubica.

Notemos que (4.5) es una ecuacion de sexto grado, considerablemente mayor que el de la
cubica que queremos resolver por radicales. Sin embargo, en este caso las cantidades t,

satisfacen las relaciones t, = at,, t, =a’t, t. =at, y t, =a’t,. Esto se cumple para
cierto orden de las permutaciones de las raices en (4.4); si se permutan las raices en otro
orden, obtendremos relaciones similares a las anteriores. De esta manera, (4.5) es una
ecuacion cuadratica en x* pues

) =0 —t7)(¢° —1,°) = (07 = (1, +1,7)¢ +.7,°.
Si hacemos u=t," y v=t,°, entonces los coeficientes de esta ecuacion son precisamente u

+ v y uv, los cuales es posible expresarlos en términos de los coeficientes de la cubica
original y se obtiene a través de ellos la solucién como lo comentamos arriba. De esta
manera, es posible obtener los seis valores para t; por consiguiente, las soluciones de la
cUbica estan dadas por

Xx=z[(x+y+2z)+t +t,],

y=1i[(x+y+2)+a’t, +at,],

z=1[(x+y+2)+at, +a’t,],

8 En [14] ocupan 116 péginas.
53



APUNTES DE HISTORIA DE LAS MATEMATICAS VOL. 2, NO. 2, MAYO 2003
por lo que solo necesitamos identificar bien a t, y t, de entre las seis posibles soluciones

de la ecuacion resolvente (4.5). Recuérdese que la expresion x + y + z es un polinomio
simétrico elemental de estas tres raices y, por lo tanto, conocemos su valor pues es el
coeficiente del término cuadratico en la cubica (2.1). En este caso, Lagrange va més alla y
nos da una manera explicita para calcular esos valores.

En el caso de la ecuacion general de cuarto grado

x*+ax® +bx®* +cx+d =0,
si proponemos X, Yy, z, w como sus raices, entonces al definir la cantidad t como
t=X+oay+a’z+o’w, donde o es una raiz cuarta primitiva de la unidad, la resolvente es

una ecuacion de grado 4! = 24, las posibles permutaciones de estas cuatro raices. Sin
embargo, en este caso se simplifica mucho el procedimiento pues las raices cuartas de la
unidad son 1,i,-1,—i, y tanto Vandermonde como Lagrange usaron este hecho para

obtener las raices de la bicuadratica; en este proceso es necesario resolver una cubica como
ecuacion auxiliar. De hecho, este ultimo probd que las veinticuatro permutaciones de las
raices s6lo producen seis valores distintos para t, los cuales son
(x-y+z-w),
T(X+y-z-w),
t(x-y-z+w),
y cada uno de ellos ocurre cuatro veces. Si los denotamos por £t,, £t,, £t,, respecti-
vamente, entonces la ecuacion resolvente es
4 4 4 4 4 4
f(X):(X_tl) (X+t1) (X_tz) (X+t2) (X_ts) (X+t3)
4
=g(x)" =0,
donde
2 2 2 2 2 2
g(x) = (x" =1, )(x" —t,7)(x" =t5°)
es un polinomio cdbico en x?; ademas t,%, t,> y t,> son las raices de una ecuacion clbica

conocida pues los coeficientes de g(x) son simétricos en tlz, t22 y t32; luego, también son
simétricos en X, y, z, w. Dado que podemos resolver dicha cubica, es posible encontrar los
valores para t,°, t,° y t,° y por consiguiente, los de +t,, +t,, +t,, ya que sélo basta
extraer raices cuadradas. De esta manera, las soluciones de la bicuadrética vienen dadas por

X=4[(X+y+z+wW)+t, +t, +1,]

y=2[(x+y+z+w)—-t, +t, —t,]

z=3[(x+y+z+wW)+t —t, —t,]

w=1[(X+y+z+w) -t —t, +t,].
Es necesario observar que sélo se necesitan escoger los signos adecuados a t,, t, y t,, lo

cual, en el peor de los casos lo hacemos por ensayo Yy error. También es necesario sefialar
que x +y + z + w es un polinomio simétrico elemental de estas raices y es, por lo tanto,
igual al coeficiente del término cubico en la ecuacion bicuadréatica original.

Lagrange aplic6 el mismo método a la ecuacion general de quinto grado. Al considerar
t=x+ay+a’z+a’w+a’y,
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donde suponemos a priori que X, Y, Z, W, v son las cinco raices de la ecuacion original y o es
una raiz quinta primitiva de la unidad, Lagrange observo que las posibles permutaciones de
estas raices nos dan 5! = 120 valores para t por lo que la ecuacion resolvente f(x) = 0 es de
grado 120. Sin embargo, Lagrange pudo probar que ésta se puede reducir a un polinomio de
grado 24 en x° pero no pudo obtener nada concluyente. Ademas, los "trucos" que se podian
realizar en los casos anteriores no se pueden aplicar aqui pues todas las raices quintas de la
unidad son primitivas, excepcion de la trivial o =1; asi, no es posible hacer las reducciones
de la resolvente como en el caso de la cubica y la bicuadratica.

En palabras del propio Lagrange: “El problema de resolver [por radicales] las ecuaciones
cuyo grado es mayor que el cuarto es uno de esos problemas que no han sido resueltos, si
bien nada prueba la imposibilidad de resolverlos” [14, p.305]. Sin embargo, unas paginas
mas adelante Lagrange expresa sus dudas en cuanto a poder encontrar un método por ese
camino: “De nuestro razonamiento vemos que es muy dudoso que los métodos que hemos
considerado pudieran dar una completa solucion a las ecuaciones de quinto grado” [14, p.
307]. Estas palabras son muy significativas pues es la primera vez en que se expresan dudas
sobre la posibilidad de resolver por radicales las ecuaciones polinomiales de grado superior
al cuarto.

En el caso de la ecuacidn general de grado n, Lagrange considera funciones racionales de
las raices y los coeficientes de ésta lo que le lleva a probar algunos resultados importantes.
En efecto, sean x,,X,,...,X, las raices de (4.1), vistas como variables indeterminadas; dos

funciones racionales g(x;,...,X,) y h(x,,...,x,) se dicen ser similares (Lagrange usa el

término semblables) si todas las permutaciones de las raices que dejan invariante a ¢
también dejan invariante a h, y reciprocamente. De esta manera, Lagrange prueba que “Si
todas las permutaciones que dejan invariante a g también dejan invariante a h, entonces es
posible expresar h como una funcién racional de g y de los coeficientes de la ecuacion
dada” (citado en [22, p. 81]. Ademas, si t;,t,,...,t, son los distintos valores que toma la

funcion g(x,,...,X,) bajo las n! permutaciones de las raices, entonces k divide a n! y este

resultado es la base de lo que ahora se conoce como Teorema de Lagrange en la Teoria de
Grupos. Con estos resultados, es posible encontrar una ecuacién resolvente
f(x)=(x-t)---(x—t,) la cual es necesario resolver. En los casos n =3y n = 4, las

ecuaciones resolventes son de grado 2 y 3 respectivamente, mientras que para n = 5 la
resolvente es de grado 6 y eso explica que Lagrange no haya tenido éxito en resolver la
cubico-cuadratica. Sin embargo, como resultado de su andlisis y a pesar de no haber
obtenido resultados concluyentes para ecuaciones de grado superior al cuarto, el trabajo de
Lagrange sobre la resolucion algebraica de ecuaciones es una parte fundamental en el
desarrollo del algebra moderna, no s6lo por las respuestas que obtuvo sino por la gran
influencia que ejercié en la comunidad matematica de finales del siglo XVIII y del siglo
XIX. El germen de una de las grandes teorias algebraicas que transformo profundamente la
matematica, la fisica y la quimica en el siglo XX, a saber, la Teoria de Grupos, se encuentra
en las Réfléxions. Comentaremos més sobre esto en la siguiente seccion.

Como ya mencionamos arriba, antes de Lagrange nadie habia contemplado la posibilidad
de la no existencia de métodos generales para resolver por radicales las ecuaciones de grado
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superior al cuarto. Mas adn, es posible citar ejemplos de matematicos que creyeron haber
resuelto la ecuacion de quinto grado. Tal es el caso del gran algebrista de siglo XVII,
Tschirnhausen (1661-1708), quien desarrollé un método que se basaba en transformar la
ecuacion dada a una mas simple, proceso en el cual era necesario resolver una ecuacion
auxiliar. Este método funcionaba muy bien para ecuaciones de segundo, tercero y cuarto
grado; sin embargo, después se prob6 que al aplicarlo a la ecuacion general de quinto
grado, la ecuacion auxiliar que previamente se debia resolver resultaba ser de sexto grado.
Asi, seria necesario esperar hasta el siglo XIX para que el problema quedara
completamente resuelto, aunque no en el sentido que la mayoria de los matematicos hubiera
deseado.

El primer intento serio por demostrar que era imposible resolver la ecuacion general de
grado n por medio de radicales, para n > 5, fue hecho por Paolo Ruffini (1765-1822) en un
trabajo titulado Teoria generale delle equazioni del afio 1799. Ruffini, un matematico
italiano, discipulo y admirador de Lagrange, logra probar, usando el mismo método de éste,
que para las ecuaciones de grado superior al cuarto era imposible encontrar ecuaciones
resolventes de grado menor que cinco. Una segunda memoria sobre el mismo tema se le
publica en las Memorie di Matemaética e Fisica della Societa Italiana delle Scienze en1802.
Posteriormente, en otro trabajo titulado Riflessioni intorno alla soluzione delle equazioni
algebraiche generali, que data de 1813, Ruffini presenta una version més elaborada de sus
trabajos anteriores y estudia con gran detalle las permutaciones de las raices de una
ecuacion, en base a lo cual demuestra la imposibilidad de resolver algebraicamente las
ecuaciones de grado superior al cuarto.

El trabajo de Ruffini fue recibido con bastante escepticismo por parte de varios
matematicos de la época, entre los que podemos citar a Malfatti, Carnot y Legendre,
quienes expresaron sus dudas acerca de la validez de las demostraciones presentadas por
aquél. De hecho, la prueba dada por Ruffini no era del todo concluyente pues en ella se
asume que si una ecuacion es soluble por medio de radicales, entonces las expresiones
para las raices pueden darse de tal forma que los radicales involucrados son funciones
racionales de las raices de la ecuacion y de las raices de la unidad [13, p.605]. Este
resultado no fue probado por Ruffini y por tal motivo sus conclusiones no eran definitivas
aungue, como el mismo creia, si eran correctas.

Fue el joven y talentoso matematico noruego, Niels Henrik Abel (1802-1829), quien tuvo
éxito en demostrar que era imposible resolver por radicales las ecuaciones de grado
superior al cuarto. El gran talento matematico de Abel se manifestd desde muy temprana
edad por lo que a los dieciséis afios su maestro de matematicas lo animé a leer las obras de
los grandes matematicos como Euler, Lagrange y Gauss.

Todavia adolescente, Abel creyo haber encontrado un método para resolver la ecuacion
general de quinto grado pero pronto se percaté de su error por lo que continud sus
investigaciones sobre ese problema; finalmente, en 1824, logro probar la imposibilidad de
resolver por radicales la ecuacion general de grado mayor que cuatro. Sus resultados los
publico en un panfleto titulado Mémoire sus les équations algebriques, siendo él mismo
quien corrié con los gastos de la publicacion a pesar de su precaria situacion econémica.
Posteriormente, en 1826, una version mas elaborada de su prueba se publico en el Journal
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fur die reine und angewandte Mathematik®, de Crelle, con el titulo Démonstration de
['impossibilité de la résolution algébrique des équations générales qui passent le quatrieme
degré. En ambos trabajos, las ideas principales son las mismas sélo que algunas partes son
mejor explicadas en el segundo y se simplifican otras.

Abel ya tenia conocimiento sobre el trabajo de Ruffini y habia expresado sus dudas sobre la
validez de la demostracion dada por éste con respecto al problema de la no solubilidad de la
ecuacion general de grado n. En palabras del propio Abel: ... su memoria es de tal manera
complicada que es muy dificil juzgar sobre la justeza de sus razonamientos. Me parece que
su razonamiento no es del todo satisfactorio” (citado en [22, p. 84]. Precisamente, uno de
los mayores logros de Abel fue probar lo que Ruffini habia asumido implicitamente: los
radicales requeridos para resolver una ecuacion siempre se pueden escoger de tal manera
gue sean funciones racionales de las raices de la ecuacion y de ciertas raices de la unidad.

Para probar este teorema, Abel hace uso de otros resultados obtenidos por Lagrange,
Ruffini y Cauchy con relacion al namero de valores que una funcion de n variables puede
tomar si éstas son permutadas. No es posible dar los detalles de la prueba de Abel pues el
espacio nos impone restricciones; sin embargo, haremos unos cuantos comentarios al
respecto.

Abel comienza con la ecuacién de quinto grado

y® —ay* +by® —cy? +dy—e=0, (4.6)
en la cual los coeficientes son “generales” en el sentido de que son solo letras o variables
independientes. Ademas, los signos de esos coeficientes no son relevantes. Si se supone que
es posible expresar y como una funcion de los coeficientes por medio de radicales, Abel
entonces demuestra que es posible escribir y como

m-1

y=p+pR"+p,R" +---+p,,R™,
donde m es un numero primo y se supone que las cantidades R, p, p,, ... , P,_,S0N

expresiones de la misma forma que y, las cuales involucran a otros radicales y asi
sucesivamente hasta que se llega a funciones racionales de los coeficientes de la ecuacion
original.

Después de una larga serie de calculos complicados, Abel logra probar que esas cantidades
son funciones racionales de las cinco raices de la ecuacion (4.6) y de hecho, da una
expresion explicita para R. Habiendo probado el resultado mencionado, Abel procede de
acuerdo con los metodos desarrollados por Lagrange, Ruffini y Cauchy; a través de estos
métodos, prueba que el nimero m so6lo puede ser igual a 2 6 5. Abel analiza ambos casos
por separado y concluye que es imposible resolver la ecuacion general de quinto grado por
radicales. Al fin quedaba resuelto uno de los problemas que por méas de dos y medio siglos
habia resistido los embates de muchos matematicos destacados. Como consecuencia de este
resultado, Abel puede demostrar que es imposible resolver por radicales la ecuacion general
de grado n, paran> 5.

% Revista de matematicas puras y aplicadas.
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En 1829, dos meses antes de su muerte ocurrida en el mes de abril de ese afio y en una
situacion de pobreza extrema, Abel publicé otro trabajo en el Journal de Crelle con el titulo
Mémoire sur une classe particuliere d’équations resoluble algébriguement en la cual trata
el problema de la division de la lemniscata, la curva con forma de 8; recuérdese que la
division del circulo nos lleva a una familia de ecuaciones que son llamadas ciclotomicas.
En el caso de dividir la lemniscata en arcos de igual longitud se obtiene una familia de
ecuaciones algebraicas de las cuales Abel prueba que son solubles por radicales; a estas
ecuaciones hoy se les Ilama abelianas. Otras nociones algebraicas importantes que Abel
introduce en su estudio de la resolucion de ecuaciones son la de campo y la de polinomio
irreducible, las cuales vendrian a ser también centrales en el trabajo de Galois, del cual nos
ocuparemos mas adelante.

El trabajo de Abel es muy importante en la historia del desarrollo del algebra; sin embargo,
no daba respuesta a la pregunta de cuando una ecuacion arbitraria era soluble por radicales.
Sabemos que es imposible dar métodos generales que nos permitan resolver cualquier tipo
de ecuacion de grado superior al cuarto (Teorema de Abel), como los que hemos descrito
para las ecuaciones de grados 2, 3 y 4. No obstante, hay familias particulares de ecuaciones
de grado mayor al cuarto, que si son solubles por radicales. Este hecho ya habia sido
demostrado por Karl Frederick Gauss al menos desde 1801, afio en que se publica su
famoso libro Disquisitiones Aritmethicae, el cual vino a ser una fuente de inspiracion para
muchos matematicos y fue fundamental para el desarrollo posterior de la teoria de nimeros
y del algebra.

En la ultima seccién de este trabajo, Gauss analiza y resuelve el problema de la ecuacion
ciclotomica (4.2), probando ademéas que es soluble por radicales. Esto es, cualquier

ecuacion del tipo x? —1=0 (p un primo) puede ser resuelta por radicales pues sus raices se

pueden expresar como funciones racionales de las raices de una sucesion de ecuaciones
Z,=0,2,=0, ...

cuyos coeficientes son funciones racionales de las ecuaciones precedentes de la sucesion.

Los grados de estas ecuaciones son los factores primos de p-1, a los que corresponde unaZ,

aun si se repiten factores. Ademas, cada ecuacion Z, =0 puede resolverse por radicales por

lo que la ecuacion ciclotomica original se resuelve algebraicamente. De esta manera, se
tiene una familia muy amplia de ecuaciones cuyas soluciones se pueden obtener por medio

de radicales. Por ejemplo, si x° —1=0, entonces de la expresion
x> —1=(x-D)(x* + x> + x>+ x+1)
se sigue que si o es una raiz quinta primitiva de la unidad, entonces
a’ -1
a-1
Ya sabemos cAmo resolver esta ecuacion bicuadratica. Sin embargo, si dividimos por «?
obtenemos

at+al+at+a+l= =0.

1

a2+a+1+l+—2:0. (4.7)
a «a

Pero (¢ +a™)? =a® +2+a?, en consecuencia, la ecuacion (4.7) se escribe como
(a+a) +(a+at)-1=0,

58



APUNTES DE HISTORIA DE LAS MATEMATICAS VOL. 2, NO. 2, MAYO 2003
por lo que haciendo » = o+« se obtiene la ecuacion cuadratica
y*+y-1=0,

cuyas soluciones son

y=3(-1%-/5).
De y =a+a " setiene

ay =a’ +1,

por lo que se obtiene una ecuacién cuadratica para « :

o’ —ay+1=0.

a=5(y.y*-4),

por lo que las raices quintas primitivas de la unidad son

_5-1+./-2.5-10 -.5-1+./2./5-10

4 4

El poder resolver por radicales la ecuacion ciclotémica es también muy importante desde el
punto de visa geométrico pues Gauss prueba que los poligonos regulares que pueden
construirse usando solo regla y compas son aquellos que tienen p lados, donde p debe ser
un primo tal que p—1 sea una potencia de 2. En otras palabras, p debe ser un primo de
Fermat para poder construir un poligono regular de p lados; tal es el caso de los primos 3, 5,
17, 257 y 65537. Gauss mismo ya habia probado, a la edad de 18 afios, que era posible
construir un poligono regular de 17 lados.

Las raices de esta ecuacion son

Es a Evariste Galois (1811-1832) a quien le corresponde el mérito de dar una respuesta
definitiva al problema de la solubilidad de ecuaciones algebraicas por medio radicales y de
paso, con su respuesta al problema, crearia una de las mas bellas teorias algebraicas a saber,
la hoy llamada Teoria de Galois, la cual ha sido una de las mas grandes creaciones en la
historia de las matematicas, tanto por sus aportaciones a éstas como por los desarrollos
posteriores de la teoria que han dado lugar a una rica area de investigacion de las
matematicas contemporaneas.

El caso de Galois es uno muy peculiar dentro de las matematicas pues en €l se conjugaron
el genio matematico y la pasion politica, siendo ésta la que lo llevaria a una muerte absurda
cuando apenas tenia 20 afios de edad, consecuencia fatal de un balazo recibido en un duelo
con pistolas cuyas causas han permanecido envueltas en el misterio. Su vida llena de
dramatismo contrasta con la vida mas o menos apacible de los grandes matematicos para
quienes "... el drama de sus vidas esta en sus matematicas y no puede ser apreciado por
los no especialistas” [6, p. 1]. Ferviente defensor de la causa republicana en la convulsa
Francia de la primera mitad del siglo XIX y con un odio feroz hacia todo lo que oliera a
monarquia, fue perseguido por sus actividades politicas y estuvo en prision a causa de ellas.
Su talento matematico empez06 a mostrarse cuando aun estaba en la escuela secundaria pues
en esa época empez6 a hacer importantes descubrimientos. En abril de 1829 publica por
primera vez un articulo titulado Demonstration d'un théoréme sur les fractions continues
périodiques, en los Annales Mathématiques de Gergonne. En ese periodo de la vida de
Galois, su interés por las matematicas lo habian llevado a leer a los grandes matematicos
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como Legendre y Lagrange, y posteriormente a Gauss y Abel. Sin embargo, su talento no
fue apreciado por los examinadores de la més prestigiada escuela francesa de ciencias de la
época, la Ecole Politechnique, ya que en las dos ocasiones que presentd el examen de
admision fue rechazado, lo cual provocd en el joven matematico un sentimiento de
frustracion y de amargura que estaria presente por el resto de su vida pues consideraba que
se habia cometido una gran injusticia. Asi, tuvo que conformarse con ingresar a la Ecole
Normale, a prepararse para la ensefianza.

El 25 de mayo y el 1 de junio de 1829 Galois present6 a la Academia de Ciencias de Paris
los primeros resultados de sus investigaciones sobre la solubilidad de ecuaciones de grado
primo con la intermediacion de Cauchy, quien fue designado para revisar estos trabajos.
Existen evidencias que permiten suponer que Cauchy si leyd estos reportes pues los
presentaria a la Academia en su sesion del 18 de enero de 1830; sin embargo, ese dia
Cauchy se excus6 de no poder asistir a la reunion y pidié que programaran su presentacion
del trabajo de Galois para la sesion de la semana siguiente. Pero en esta sesion, Cauchy
reportd un trabajo suyo y no hizo mencién de Galois. De acuerdo con [17], cabe la hipétesis
de que Cauchy haya animado a Galois a unificar y extender sus investigaciones y presentar
una memoria para el Grand Prix de Matematicas cuya convocatoria se cerraba el primero de
marzo [17, 24]. Asi, en febrero de 1830, Galois presenté una memoria en la cual se
analizaban las condiciones para que una ecuacién fuera soluble por radicales, con el fin de
participar en el concurso. Dicha memoria fue asignada a Fourier en su calidad de secretario
perpetuo de fisica y matematicas en la Academia, para su revision.

Después de esperar varios meses en los que no tuvo noticia alguna sobre la evaluacién de
esta memoria, Galois envié una carta a la Academia quejandose por el negligente trato
hacia su trabajo; la respuesta que obtuvo fue: "El asunto es muy simple. La memoria se
perdi6 con la muerte de Cauchy, a quien se le habia confiado la tarea de examinarla" [20,
p. 90]. No se sabe lo que ocurrié con esa memoria; Fourier murié el 16 de mayo de ese afio
y jamas pudo ser encontrada entre sus papeles por lo que no participé en el concurso.

A pesar de su gran frustracion, Galois publico varios trabajos en el periodo de abril a junio
de 1830 en el prestigioso Bulletin de sciences mathematiques, physiques et chimiques
dirigido por el Baron de Férussac; estos trabajos fueron: un resumen de la memoria enviada
al Grand Prix, Analyse d'une mémoire sur la résolution algébrique des équations, en la que
se enunciaban sin demostracion los teoremas principales que aquélla contenia; un articulo
titulado Notes sur la résolution des équations numériques; también un articulo muy
importante de titulo Sur la théorie des nombres.

Por invitacion de Poisson, Galois volvié a reescribir la memoria que le habian extraviado,
presentandola de nuevo a la Academia el 17 de enero de 1831, con el titulo Mémoire sur les
Conditions de Résolubilité des Equations par Radicaux. Esta vez, los revisores designados
fueron Lacroix y Poisson. Finalmente, en julio, no sin algunos contratiempos, vino la
respuesta de la academia [17]:

Estimado Sr. Galois:
Su articulo fue enviado al Sr. Poisson para su revision. El lo ha regresado con su reporte, que
ahora citamos:
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"Hemos hecho todo esfuerzo para entender las demostraciones del Sr. Galois. Su argumento no
es lo suficientemente claro ni lo suficientemente desarrollado de tal manera que nos permita juzgar
su rigor; ni siquiera es posible para nosotros darnos una idea sobre este articulo.

El autor afirma que las proposiciones contenidas en el manuscrito son parte de una teoria general
la cual tiene muchas aplicaciones. Con frecuencia, diferentes partes de una teoria se aclaran unas a
otras y se pueden entender mas facilmente cuando son tomadas juntas en vez de aisladas. Por lo
tanto, deberiamos mejor esperar para formarnos una opinién mas definida, hasta que el autor
publique una version mas completa de su trabajo"

Por esta razdn, le estamos regresando el manuscrito esperando que encuentre Utiles las
observaciones del Sr. Poisson para su trabajo futuro.

Francois Arago, Secretario de la Academia.

Esta memoria que fue recuperada por Galois, la cual releyé durante la noche anterior al
duelo haciendole algunas correcciones y anotaciones, ha sido uno de los mas grandes
testamentos cientificos en la historia de las matematicas. Todas las proposiciones y
teoremas que Galois enunciaba eran correctos. Algunas demostraciones requerian de ciertos
retoques pues estaban solo esbozadas, muy al estilo de Galois; sin embargo, resultan
impresionantes, aun hoy, la claridad y la profundidad de las ideas de su autor, asi como la
seguridad de éste sobre la importancia de sus resultados.

Comentaremos a grandes rasgos algunos aspectos de esta memoria. Galois comienza
introduciendo algunas ideas ya que si se pretende analizar una ecuacion polinomial
f(x) =0, entonces uno debe suponer que sus coeficientes son cantidades conocidas y

pueden ser nimeros racionales, irracionales o simplemente letras. Cualquier funcion de
estos coeficientes es Ilamada una funcién racional. Ademas, es necesario adjuntar algunas
otras cantidades a las ya conocidas, tales como raices n-ésimas de la unidad y Galois
establece que "llamaremos racional a toda cantidad que se exprese como funcion racional
de los coeficientes de la ecuacion y de un cierto nimeros de cantidades adjuntadas a la
ecuacion y arbitrariamente convenidas" [23, p. 35]. Galois, al igual que Abel, tenia muy
claro el concepto de lo que hoy llamamos campo, que es donde viven los coeficientes de la
ecuacion. Al adjuntar otras cantidades, uno va construyendo extensiones del campo base y
estas extensiones también son campos. Otra nocion importante es la de irreducibilidad de
polinomios que Galois define de una manera apropiada: si un polinomio se puede factorizar
en el campo base, se llama reducible; en caso contrario, se llama irreducible. Por ejemplo,
si el campo base es el conjunto de todas las fracciones (niUmeros racionales), entonces el

polinomio x*®—x*>—-4x—6 es reducible pues x°®—x*—-4x—-6=(x*+2x+2)(x-3),
mientras que el polinomio x*® +3x* +3x—5 es irreducible en este campo. Una ecuacion

que es irreducible en el campo original, dice Galois, puede volverse reducible al adjuntarle
al campo una cantidad. Un ejemplo sencillo donde se puede apreciar esto es el siguiente:

Consideremos la ecuacion x* +1=0. El polinomio p(x) = x> +1 es irreducible enQ, el
campo de los numeros racionales; sin embargo, si adjuntamos la unidad imaginaria i a este
campo, entonces obtenemos el campo Q(i) en el cual ese polinomio es reducible pues se
puede factorizar como p(x)=x*+1=(x—i)(x+i). De esta manera, las raices de la
ecuacion son i y —i, que viven enQ(i), una extension del campo base.

Otro concepto fundamental en el trabajo de Galois es el de grupo (de permutaciones); a €l
le corresponde el mérito de ser el primero en usar el término "grupo” en un sentido técnico,
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como una coleccidn de permutaciones cerradas bajo la composicion: "si uno tiene en el
mismo grupo las sustituciones S'y T uno deberd tener la sustitucion ST" [23, p.36]. Estas
sustituciones no son mas que permutaciones de las raices de una ecuacién. Por ejemplo,
supongamos que a, b, ¢ son las raices de una ecuacién cubica, y que las permutaciones S y
T son

a—b a—b
S b—c T: b—a
c—a c—c

Entonces, el "producto de Sy T" es la permutacion ST que para Galois es el resultado de
aplicar primero Sy luego T:

a—a
ST : b—c
c—b

Estos conceptos son la base de una teoria general de la cual Galois tenia una idea muy
clara, lo cual podemos constatar en sus escritos. Asi, en la introduccion de la memoria que
nos ocupa, escribe: "... me debo conformar con describir, de una manera sintetizada, los
principios generales y una sola aplicacién de mi teoria” [23, p.33]. La aplicacion de la que
habla es precisamente la solubilidad de ecuaciones por radicales pues mediante esta teoria
las principales propiedades de una ecuacién se reflejan en ciertas propiedades de un grupo
asociado a la ecuacion, que hoy Illamamos el grupo de Galois de la ecuacion. La
existencia de este grupo y de sus propiedades son probadas por Galois en su memoria [23,
p. 38]:

Sea una ecuacién dada cuyas m raices son a, b, c,... Existira siempre un grupo de

permutaciones de las letras a, b, c,... que tiene la siguientes propiedades: 1) que toda funcion

de las raices, invariante bajo las sustituciones del grupo, es racionalmente conocida. 2)

reciprocamente, que toda funcion de las raices, determinada racionalmente, es invariable por
las sustituciones.

Enseguida Galois investiga como cambia el grupo de la ecuacion al ir adjuntando nuevas
cantidades al campo base; le queda claro que el nuevo grupo sera un subgrupo del grupo
original. Si denotamos por G al grupo original y por H al subgrupo que se obtuvo al
adjuntar una raiz, entonces es posible descomponer G como

G=H+Hs+Hs'"+ Hs" + ...
0 bien como

G=H+tH+tH+t"H+ ..,
Donde s, s, s", ... t, t', t", ... son sustituciones (permutaciones) del grupo. Estas
descomposiciones no siempre coinciden, pero cuando lo hacen, el subgrupo H se dice ser
un subgrupo normal (Galois llama a la descomposicion, en este caso, propia). EI niUmero
de términos que ocurren en la descomposicion anterior es lo que ahora se llama el indice
del subgrupo H en el grupo G y se denota por [G:H]. Con cada adjuncion de una cantidad
al campo base se obtiene un subgrupo del grupo original y Galois puede probar que una
ecuacioén polinomial f(x) =0 es soluble por radicales si y sélo si es posible encontrar una

sucesion de subgrupos
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GoH,oH,>---H_, =(¢),

donde cada H, es un subgrupo normal de H, ,, de tal manera que todos los indices

[H,:H, ;] son ndmeros primos. El subgrupo (e) es el subgrupo trivial de un elemento

formado por la permutacion identidad. En la terminologia moderna, decimos que el grupo
G es soluble.

En el caso de la ecuacion general de quinto grado, su grupo es S, el grupo de
permutaciones de cinco objetos, que tiene 5! = 120 elementos. La uUnica sucesion de
subgrupos que es posible encontrar es, en notacion moderna,

Ss DA D (e),
donde A es el Gnico subgrupo normal de S; y tiene 60 = 120/2 elementos. Por lo tanto los
indices son [S.: A;] =120/60 = 2, que es primo. Pero [ A,:(e)] = 60/1 = 60, el cual no es
primo. Por lo tanto falla la condicion de solubilidad para S, lo cual implica que la

ecuacion general de quinto grado no se puede resolver por radicales. En general, el grupo
S, no es soluble para n>5, por lo tanto es imposible resolver por radicales la ecuacion

general de grado n. De hecho, la Gnica sucesidn de subgrupos en este caso es
S, oA (e,
donde A, es el subgrupo alternante de S, que consiste de todas las permutaciones pares,

es decir, aquellas permutaciones que son productos de un numero par de 2-ciclos; éste es el
unico subgrupo normal de S, para n>5. El total de elementos de A, es n!/2 y por eso el

indice [ A, :(e)] no puede ser primo, lo cual implica la no solubilidad de S, .

Como hemos visto, esta memoria de Galois no fue entendida por los matematicos de la
Academia de Ciencias a quienes les fue encomendada para su revision; tuvieron que pasar
catorce afios después de la muerte de Galois para que fuera publicada por Joseph Liouville
en su Journal de Mathématiques Pures et Apliquées, en 1846. En esta edicion, Liouville
hace algunos comentarios sobre la memoria y nos cuenta del gran regocijo que sintio,
después de llenar unas cuantas omisiones leves por parte de Galois, al verificar que los
resultados propuestos por este eran completamente correctos.

Otros problemas que es posible resolver por medio de la teoria de Galois son los relativos a
construcciones con regla y compas. En particular, es facil probar que los tres problemas
griegos, a saber, la cuadratura del circulo, la triseccion del angulo y la duplicacion del cubo,
son imposibles de resolver usando s6lo regla y compas como se exigia en la versién
original de los mismos.

Desafortunadamente, por falta de espacio no es posible comentar sobre otras aportaciones
de Galois al algebra, sobre todo las que tienen que ver con la memoria Sur la théorie de
nombres, en la cual se inicia el estudio de lo que hoy se llaman campos de Galois, los
cuales son muy importantes en el algebra contemporanea.

La vida de Galois es como una novela romantica [6, p. 1] en la que muchos de sus
episodios permanecen en la completa oscuridad, lo cual ha propiciado una gran cantidad de
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especulaciones sobre las circunstancias en las que ocurrié su muerte. Hay autores que
hablan de Galois como un genio incomprendido y rechazado por el establishment
matematico de la época, cuyas ideas politicas lo llevaron a granjearse muchos enemigos y
que su muerte ocurrié por batirse en duelo a causa de una disputa provocada por una
prostituta (E. T. Bell, Men of Mathematics). Otra version hace de él un genio matematico,
"elegido de los dioses”, en la cual la prostituta es reemplazada por una espia de la
monarquia, al igual que su ejecutor, y su muerte fue el producto de una conspiracion (L.
Infeld, El elegido de los Dioses). Mé&s aun, en su libro Evariste Galois. 1811-1832, Laura
Toti Rigatelli, basada en cierta evidencia que no habia sido considerada anteriormente, da
una version muy distinta a las anteriores; en el capitulo final escribe: "El rechazo de
Stéphanie [Poterin-DuMotel] devastd a Galois cuyo ferviente espiritu esperaba encontrar
en su amor por ella lo que la ciencia le habia negado. Pas6 los ultimos dias de su
sentencia'® esperando impaciente por retornar a su militancia politica, la cual era todo lo
que le quedaba para poder hacer su vida digna de vivirla. Habia perdido toda esperanza
con respecto a Stéphanie. Ella nunca lo amaria, y las matematicas, su otro gran amor,
también lo habian traicionado, de cierta manera. Si bien convencido de que sus teorias
eran exactas, y de que eran validas para el futuro del algebra, estaba consciente de que
mantener la esperanza de que serian entendidas por el establishment académico de Paris
era una soberana locura. Su Unica esperanza ahora era su fe en los ideales republicanos, y
estaba ansioso por reunirse con la Sociedad de los Amigos del Pueblo™* [20, p. 107]. De
acuerdo con esta autora, Galois, en su afan de ser Gtil a su patria se ofrecio a ser sacrificado
con el fin de dar un pretexto a sus compafieros republicanos para que pudieran incitar a la
gente a levantarse en armas y derrocar al monarca francés, pues se les haria creer que los
policias del rey habian asesinado al joven matematico. Todo seria planeado
cuidadosamente; en el funeral se esparciria el rumor de que su muerte se debié a un
complot de la policia lo cual seria el detonante para la revuelta. El duelo tuvo lugar el 30 de
mayo en las primeras horas de la mafiana y Galois fue herido mortalmente en el estbmago.
Muri6 el jueves 31, alrededor de las diez de la mafiana. Su funeral tuvo lugar el dia 2 de
junio al mediodia y "alrededor de 3000 personas estaban presentes, listas para atacar a la
policia tan pronto como el féretro hubiese sido depositado en la tumba. La artilleria de la
Guardia Nacional también estaba sobre aviso" [20, p. 113]. Sin embargo, continta Toti
Rigatelli, justo en el sepelio se esparcio la noticia de la muerte del General Maximilien
Lamarque, quien habia sido un bonapartista muy respetado, y los lideres de la Sociedad de
los Amigos del Pueblo pensaron que en el funeral de este admirado soldado habria una
cantidad mayor de gente, en un ambiente emocional mas propicio, a la cual se podria incitar
a la revuelta y por lo tanto esperarfan un par de dias mas para el levantamiento®. Asf,
concluye esta autora, el sacrificio de Galois fue sin sentido.

El lector podra encontrar una amplia literatura sobre la vida y obra de Galois. Una de las
fuentes principales es [5] y aunque en esta biografia no se incluyen algunos documentos
importantes si es una de las mas completas y confiables. Sin embargo, hay algunas otras
gue se apartan mucho de la verdad por lo que debemos tener bastante cuidado con aquellas
obras que presentan una vida ficticia de Galois; una investigacion muy valiosa se encuentra

19 Habfa sido sentenciado a seis meses de prisién que se cumplirian el 29 de Abril de 1832.
1| _a Sociedad de los Amigos del Pueblo era una organizacion republicana de tendencias radicales.
12'E] 4 de junio ocurri6 una revuelta en las calles de Parfs.
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en [17] y nos advierte de los errores cometidos por varios autores al hablar sobre la vida de
este gran genio matematico, cuya obra vendria a transformar el algebra como nunca antes.

Entre los primeros que estudiaron y continuaron los trabajos de Galois fueron el propio
Liouville, Charles Hermite, Victor Puiseux y Joseph-Alfred Serret. Este ultimo tomd
algunos cursos con Liouville sobre la Teoria de Galois y publicé en 1854 un libro titulado
Cours d'Algebre Supérieure, cuya tercera edicion de 1866 incluye un capitulo dedicado a
exponer esta teoria. Las dos ediciones anteriores no la incluian debido al anuncio hecho por
Liouville de publicar las Obras de Galois, lo cual nunca llevé a cabo. Sin embargo, el
primero en hacer una exposicion completa de esta teoria y presentar en forma detallada
todas las demostraciones fue Enrico Betti, en 1852. Después de este, Camille Jordan
publicaria en 1870 un tratado que tuvo mucha influencia en el desarrollo posterior de la
teoria de grupos y de la teoria de Galois; comentaremos sobre esto en la siguiente seccion.

5. GRUPOS DE PERMUTACIONES Y GRUPOS ABELIANOS.

Una aportacion fundamental de Lagrange en el desarrollo del algebra es el hecho de que sus
métodos mostraron la importancia que tiene el estudio de las permutaciones de las raices de
una ecuacion algebraica con respecto a sus soluciones. Lagrange mismo consideraba que en
ese estudio residia “la verdadera filosofia de todo el problema” [14]. De hecho, de acuerdo
con [12], "era la primera vez que se hacia una asociacion entre las soluciones de una
ecuacion polinomial y las permutaciones de sus raices". Este punto de vista de Lagrange
era del todo correcto como se puede apreciar en el trabajo de Galois.

Por otra parte, desde 1815, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) empezd a hacer
importantes aportaciones a la teoria de los grupos de permutaciones; de hecho, a él se debe
el que esta teoria se haya desarrollado de manera autonoma, pues antes de Cauchy sélo se
estudiaba a las permutaciones en relacion con la teoria de ecuaciones. Un resultado
importante publicado por Cauchy en ese afio tiene que ver con los distintos valores que
puede tomar una funcién racional no-simétrica en n variables. Ruffini habia probado que en
el caso de una variable el niamero de valores distintos no puede ser menor que 5, a menos
que sea 2. Cauchy lo generaliza para el caso de n variables y su resultado es usado por Abel
para probar su famoso teorema.

Otro periodo muy fructifero para Cauchy en lo que respecta a grupos de permutaciones es
de 1844 a 1846; en estos afios publica varios articulos en los que prueba algunos teoremas
gue son muy importantes en la teoria moderna de grupos. Ademéas de esto, Cauchy
introduce una notacion que es muy usada para denotar una permutacion. Por ejemplo,
consideremos el conjunto X ={1, 2, 3, 4}, entonces una permutacion es una funcion
biyectiva de X en si mismo. Al conjunto de todas estas funciones se le denota por S, y este
conjunto junto con la composicion de funciones viene a ser un grupo llamado el grupo de

permutaciones de cuatro objetos, que tiene 4! = 24 elementos. Un elemento tipico de este

grupo es la funcion (permutacion)
1 -2

f: 253
3—4
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1234
Cauchy denota esta permutacion como f = (2341) y también, en notacion ciclica, como f

= (1234); esta simbologia ha perdurado hasta nuestros dias. De entre los resultados mas

importantes demostrados por Cauchy citamos los siguientes:

1) Toda permutacién es un producto de 3-ciclos (es decir, permutaciones de la forma (abc)
enlaqueaesllevadoab, besllevadoacy ces llevado a a, formando asi un ciclo.)

2) Si un numero primo p es divisor del nimero de elementos de un grupo, entonces el
grupo contiene un subgrupo con p elementos.

Un trabajo que vendria a unificar las ideas de Galois (grupos ligados a ecuaciones) y de
Cauchy (grupos de permutaciones per se) fue el de Camille Jordan (1838-1922). Su famoso
libro Traité des substitutions et des équations algébriques, que fue publicado en 1870, tuvo
mucha influencia en el desarrollo de la teoria de grupos pues no so6lo aplicé el concepto de
grupo a la teoria de ecuaciones sino también a la geometria algebraica, a las funciones
trascendentes y a la mecanica tedrica. De hecho, como lo expresa Klein (citado en [12]):
"En este libro Jordan deambula por toda la geometria algebraica, la teoria de nimeros y
la teoria de funciones, buscando grupos de permutaciones interesantes". Otra opinion con
respecto a este tratado de Jordan, que vale la pena mencionar, es la de van der Waerden: "El
trabajo monumental de Jordan de 667 pdginas... es una obra maestra de arquitectura
matematica. La belleza del edificio erigido por Jordan es admirable™ [22].

En su tratado, Jordan introduce varias nociones fundamentales en la teoria de grupos tales
como el concepto de homomorfismo, el de isomorfismo y el de grupo soluble. También
define el concepto de serie de composicion para un grupo (de permutaciones) y prueba
parcialmente el famoso teorema de Jordan-Hélder el cual establece que cualesquiera dos
series de composicion para un grupo son equivalentes por lo que todo grupo que tenga una
serie de composicion determina una lista Unica de grupos simples, esto es, grupos de
permutaciones que no tienen subgrupos normales no triviales. En este contexto, Jordan
prueba que los grupos A, son simples para n>5.

Mas adelante, en la seccion 7, comentaremos sobre otras aportaciones de Jordan y la
influencia de su tratado. Por ahora es conveniente revisar otro aspecto de la teoria de
grupos, aquella que tiene que ver con la Teoria de los Grupos Abelianos.

Se puede decir que Gauss, en sus Disquisitiones, es quien comienza el estudio de los grupos
abelianos finitos y obtiene muchos resultados sin usar la terminologia de la teoria de
grupos. Los objetos con los que trata Gauss y que ahora damos como ejemplos importantes
de grupos son: el grupo aditivo de los enteros modulo n; el grupo multiplicativo de enteros
que son primos relativos con n, médulo n; el grupo de clases de equivalencia de formas
cuadraticas binarias, y el grupo de las raices n-ésimas de la unidad. Por ejemplo, el grupo
aditivo de los enteros modulo n es el conjunto de clases residuales médulo n, es decir, las
clases de equivalencia de la relacion de congruencia médulo n: dos enteros a y b son
congruentes modulo n si existe un entero q tal que b—a=qn, lo cual se denota por

b =amodn, concepto introducido por Gauss. Esta es una relacion de equivalencia en el
conjunto de los enteros Z y parte a los enteros en clases de equivalencia que denotamos
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por Z, ={0,1,...,n—1} y la suma modulo n es una operacion definida entre los elementos
de Z,. En particular, cuando p es un numero primo, Gauss prueba que el conjunto

Z, ={1,...,p—1} es un grupo multiplicativo ciclico, esto es, todos sus elementos se

generan como potencias de uno sélo de ellos. Mas aun, usando argumentos propios de la
teoria de grupos, Gauss prueba el pequefio teorema de Fermat: Si p no divide al entero a,

entonces a®* =1modp.

En todos los casos que se mencionaron arriba, la operacion definida entre los elementos del
grupo es conmutativa y son lo que llamamos grupos abelianos. Muchos de estos grupos
provienen de la Teoria de NUmeros y aungue el concepto de grupo esta implicito en estos
desarrollos, no se usé el término “grupo” en este contexto sino hasta el ultimo tercio del
siglo XIX. Algunos matematicos que contribuyeron de manera significativa en esta area
fueron, entre otros, G. L. Dirichlet, E. Kummer, L. Kronecker, G. Frobenius y L.
Stickelberger.

6. NUMEROS COMPLEJOS Y NUEVAS ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

A lo largo de las tres partes que conforman este trabajo hemos sefialado ciertos eventos que
han sido determinantes en el desarrollo del algebra y en esta seccion tendremos oportunidad
de apuntar uno mas de tales sucesos. Se trata del descubrimiento de las leyes que gobiernan
el gran universo de los nimeros complejos.

Ya hemos visto que los nimeros complejos habian sido objeto de consideracion desde los
tiempos de Cardano, de quien podemaos decir que fue el primero en multiplicar dos nimeros
complejos. Posteriormente Bombelli traté de aclarar los puntos obscuros de aquél y va un
poco mas alla que Cardano en su entendimiento de estos nimeros (ver Parte 11).

Algunos matematicos que trabajaron con nimeros complejos como raices de polinomios,
aunque sin estar plenamente conscientes de su verdadero significado, fueron Girard,
Descartes, Harriot, Leibniz, Wallis, Newton y Maclaurin entre otros. Sin embargo, en 1702,
Jean Bernoulli muestra que existe una relacion entre tan™ x y el logaritmo de un nimero
complejo, con lo cual contribuyé a traer a la escena del andlisis a estos nimeros. Otro
importante paso se da hacia 1710 cuando el matematico britanico Roger Cotes (1682-1716)
prueba que

log(cos@ +isin@) =id,
y de esta relacion se sigue la formula

e'’ =cos@+ising,

la cual es llamada formula de Euler. También en 1730 De Moivre sugiere la férmula que
Ileva su nombre:

(cos@ +isin@)" =cosn@ +isinng.

Euler, por otra parte, contribuyé de manera significativa en darles un estatus a los nimeros
complejos, a pesar de que en su influyente libro Introduccion al Algebra podemos leer:
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Debido a que todos los nimeros concebibles son o bien mayores que cero o bien menores que
cero o igual a cero, entonces, es claro que la raiz cuadrada de nimeros negativos no puede ser
incluida entre los posibles nimeros [ndmeros reales]. Consecuentemente, debemos decir que
estos son numeros imposibles. Y esta circunstancia nos lleva al concepto de que tales
nameros, los que por su naturaleza son imposibles, son ordinariamente llamados imaginarios,
pues existen sélo en la imaginacion.

Pero esta posicion no debe sorprendernos pues a pesar del crecimiento tan impresionante
que tuvieron las matematicas en los siglos XVII'y XVIII, es posible encontrar posiciones de
matematicos reconocidos de la época, en contra del uso de los nUmeros complejos; incluso
los hay que no tienen empacho en afirmar que los numeros negativos o los complejos no
eran verdaderos nimeros y asi De Morgan consideraba absurdo manejar nimeros menores
que cero. A pesar de ello, los nimeros complejos son aceptados pues los matematicos se
dan cuenta del mundo de posibilidades que estos ofrecen.

Euler introduce la notacién i = -/—1 y prueba que la férmula de De Moivre se cumple para
todos los valores de n; ademas, demuestra que
: el —e e
sm9=? y cosé =
i

i + e—i@

Un paso que también fue muy importante en la comprension de los nimeros complejos se
dio con la representacion gréfica de éstos. Si bien es posible encontrar ciertas ideas en esa
direccion en los trabajos de algunos matematicos del siglo XVI1Il, como Wallis y Kihn, es
en 1797 que Caspar Wessel explica claramente la manera de representar los nimeros
complejos como puntos del plano. Sin embargo, el trabajo de Wessel, publicado en 1798,
pasé desapercibido por lo que se considera a Gauss como el que dio un completo sentido a
esa representacion grafica al identificar un nimero complejo a + bi con el punto (a,b) del
plano. Ya hemos visto que Gauss uso esta representacion para dar una prueba del teorema
fundamental del algebra. De hecho, a ¢l le debemos el término “niimero complejo”.
Ademas, esa idea la expresa claramente en una carta dirigida a Bassel en 1811 (citado en
[3, p. 221]):

Del mismo modo que puede representarse todo el dominio de las cantidades reales por medio

de una linea recta indefinida, puede uno figurarse el dominio completo de todas las

cantidades, las reales y las imaginarias, por medio de un plano indefinido, en el que cada

punto, determinado por su abscisa a y su ordenada b, representa a la vez la cantidad a+ib. El

paso continuo de un valor de x a otro se efectlia por consiguiente siguiendo una linea, y puede
efectuarse, por tanto, de infinitas maneras ...

A Gauss le corresponde el mérito de haber sido el primero en aplicar esta idea a la teoria de
los numeros complejos y pudo formarse una imagen muy clara de los logros que el siglo
XIX deparaba para el analisis complejo y la teoria de funciones.

Por otra parte, la estructura algebraica de los numeros complejos estaba claramente definida
pues la suma y el producto de complejos se entendian desde mucho antes de la
representacion gaussiana. Sabemos que si z = a + bi y w = ¢ +di son dos numeros
complejos entonces sus suma es

z+w=(@+c)+(b+di
y su producto viene dado por
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zw = (ac—bd) + (ad +bc)i .

Estas operaciones son asociativas y conmutativas; ademas, z (v+w) = zv + zw, la llamada

propiedad distributiva del producto respecto a la suma.

Por otra parte, si vemos cada nimero complejo como un pareja ordenada de ndmeros
reales, esto es como un elemento del plano R? ¢cuéles deben ser las operaciones en R?
que correspondan a la suma y al producto de complejos? La respuesta a esta pregunta la dio
William Rowan Hamilton (1805-1865) en el afio de 1833, al definir una suma y un
producto de parejas ordenadas de reales de la siguiente manera:

Suma: Producto:
R?xR? 5> R? R?xR? »> R?
[ (@b), (c,d) ] (a,b)+(b,c) [ (@b), (c,d) ] (a,b)-(c,d)
donde
(a,b) +(b,c)=(a+b,c+d) (a,b)-(c,d) =(ac—bd, ad +bc).

Esto vino a darle una estructura algebraica al plano R? la cual se corresponde con la del
conjunto C de los nimeros complejos.

Esto fue un triunfo del algebra pues se empezaron a vislumbrar otro tipo de estructuras
(vectores) que no eran nimeros en el sentido usual del término, pero estos nuevos objetos
obedecian ciertas reglas de operacion, de manera similar a las reglas de operacion
acostumbradas que se conocian para los nimeros.

Después del éxito con los complejos, Hamilton se avoco a darle estructura a las tripletas de
nameros reales; queria encontrar operaciones (suma y multiplicacién) para objetos de la
forma (a, b, c), donde a,b,c son nimeros reales, que extendieran la suma y el producto de

R? (C), de la misma manera que la suma y el producto de complejos extienden la suma y
el producto de nimeros reales. Para la suma no habia ningun problema pues s6lo habia que
sumar componente a componente; la operacién elusiva era el producto.

Después de mucho tiempo (alrededor de diez afios), Hamilton se dio cuenta de que el
problema de resolvia s6lo con cuartetas de nimeros reales de la forma
g=a+bi+cj+dk,

donde a,b,c,d son nimeros reales y las "unidades imaginarias" i, j, k satisfacen las
relaciones i* = j? =k* =-1,ij =k, jk =i, ki =j, ji = - k, kj = - i, ik = -j. Este sistema, al
cual Hamilton llamé de los cuaternios, hizo su aparicion el 16 de octubre de 1843 "en un
momento de inspiracion divina” que el propio Hamilton describe asi: "Entonces senti
cerrarse el circuito galvanico del pensamiento; y las chispas que cayeron desde él fueron
las relaciones fundamentales entre i, j, k, exactamente como las he usado desde entonces”
[25, p. 137]. Ese momento tuvo lugar en una caminata a lo largo del canal real, cuando
Hamilton se dirigia a una reunion de la Real Academia Irlandesa, en Dublin. EI mismo
Hamilton cuenta que sacd su navaja de bolsillo y grab6 en un puente que estaba en el lugar
esas relaciones fundamentales.
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El sistema de los cuaternios tiene una estructura algebraica pues es posible sumar y
multiplicar estos "nimeros"; ademas, estas operaciones extienden la suma y producto de
complejos. Sin embargo, la multiplicacion de cuaternios no es conmutativa. (No es dificil
probar que es imposible definir un producto en R®que satisfaga propiedades analogas al
producto de los complejos y que ademas extienda el producto de C.)

La sumay el producto de cuaternios se definen como sigue:
Sig=a+bi+cj+dk y g =a’"+b'i+c’j+d%k, son dos cuaternios, entonces
g+q' =(@+a)+bm+b)i+(c+c)j+(d+dHk
gq'=(aa’—bb"—cc’'—dd") + (ab’+ba’' +cd’—dc’)i +
+(ac’'+ca'+db"'—bd") j+(ad'+da’+bc"—cb")k

De la definicion del producto y de las relaciones para las unidades i, j, k, es facil ver que
qq’#q'q.

Notemos que cada cuaternio q=a-+bi+cj+dk lo podemos identificar con una cuarteta
ordenada de numeros reales (a, b, ¢, d), por lo que obtenemos una estructura algebraica

para R*. De nuevo, esto fue todo un suceso pues pronto se vio a muchos matematicos

buscando estructuras algebraicas para el espacio R", lo cual también motivé el estudio de
los sistemas hipercomplejos y, en general, de las algebras. Otra estructura algebraica se da

para R®, lo que se llama el sistema de los octonios o nimeros de Cayley; sin embargo, en
este caso la multiplicacion de octonios, aparte de no ser conmutativa tampoco es asociativa,
lo que nos habla de una estructura algebraica muy pobre.

Cuando Hamilton descubrié los cuaternios, ya gozaba de merecida fama pues habia hecho
varias contribuciones fundamentales a la fisica y a la matematica. A partir de su
descubrimiento, se dedico el resto de su vida a promover el céalculo cuaternionico y escribio
dos textos con ese fin: Lectures on Quaternions, en 1853, y Elements of Quaternions, en
1866. En ambos detallaba el algebra de los cuaternios y la manera en que éstos podian ser
usados en la geometria.

Al mismo tiempo que Hamilton hacia su descubrimiento de los cuaternios, en Alemania
Hermann Grassmann (1809-1877) sentaba las bases para su célculo de la extension y sus
investigaciones fueron publicadas en 1844 en un libro titulado Ausdehnnungslehre, que
literalmente significa Teoria de la Extension. En este tratado se proponia un nuevo calculo,
el calculo vectorial, y esta nueva teoria de la extension no es otra cosa que algebra lineal.
Este trabajo de Grassmann no fue apreciado por los matematicos de su época, en parte por
su dificil lectura pues incorporaba muchas ideas filosoficas al mismo. En 1862, Grassmann
reescribio su trabajo pero, de nuevo, sus ideas no fueron apreciadas, a pesar de que "El
algebra geométrica con la que habia sofiado Leibniz, y en la cual el concepto de nimero
real es ampliamente asimilado, fue creada por Hermann Grassmann a mediados de siglo
XIX" [7].

Grassmann tenia una idea muy clara de los alcances de su trabajo y citamos sus palabras [9,
p. 12]: "... Comenzando pues, a repasar los resultados obtenidos hasta entonces, en forma
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conexa y empezando desde el principio, sin basarme en ningun teorema demostrado en
alguna rama de las matematicas, resultd que el andlisis que habia encontrado no
correspondia Unicamente como me parecid al principio, al campo de la geometria, sino
que habia llegado a una ciencia nueva, de la que la geometria era solo una aplicacién
particular". Mas adelante contintia: "... debiendo existir una rama de las matematicas que
desarrolle en forma puramente abstracta leyes anadlogas a las que aparecen en la
geometria ligadas al espacio. Mediante el nuevo analisis se hizo posible construir una tal
rama puramente abstracta de las matematicas" [9, p.12]. Ese nuevo analisis, como lo Ilama
Grassmann, es lo que ahora llamamos algebra lineal. EI por qué esta nueva teoria
matematica pasé casi desapercibida para los matematicos de la época es algo dificil de
precisar, quiza las ideas de Grassmann, al igual que las de Galois, hayan sido muy
abstractas para la época en que aparecieron.

Por otra parte, nociones fundamentales del algebra lineal tales como la de espacio vectorial,
subespacio, dimension, independencia lineal, combinacion lineal, proyecciones de vectores
sobre subespacios, producto exterior, producto interior, transformaciones lineales, valores y
vectores propios, etcétera, estan presentes en esa teoria de la extension. Algunos de esos
conceptos s6lo son mencionados implicitamente pero es clara la percepcion que Grassmann
tenia de ellos. Mas adn, da la representacion matricial para una transformacion lineal y
define su determinante; también muestra que los vectores propios que corresponden a
valores propios distintos son independientes y prueba el teorema espectral para una
transformacion lineal simétrica real, a saber, que ésta siempre tiene valores propios que son
reales. Podemos seguir citando muchos otros resultados importantes que aparecen en el
libro de Grasmann pero el espacio nos impone restricciones; baste decir que con los
trabajos de Hamilton y de Grassmann se inaugura una época muy fructifera de las
matematicas en la cual se comienzan a estudiar otras estructuras, diferentes a las numéricas,
en las que es posible calcular con objetos que no son nimeros y, lo mas importante, estos
calculos tienen pleno significado.

Debemos sefialar que Grassmann no fue el primero en introducir nociones propias del
algebra lineal. De hecho, como se menciond en la Parte I, los egipcios, en el ocaso de su
civilizacion, ya resolvian sistemas de ecuaciones; también se menciond en la seccion 2 que
Leibniz ya habia introducido la idea del determinante asociado a un sistema de ecuaciones;
ademas, en 1750 Gabriel Cramer (1704-1752) presenta una formula para resolver sistemas
de ecuaciones lineales que se basa en el determinante del sistema, la cual ahora conocemos
como formula de Cramer.

Por otro lado, uno de los primeros usos de la matrices se da en el trabajo de Lagrange sobre
formas bilineales, aunque no de manera explicita. Gauss también contribuyo al area con su
método de eliminacién gaussiana, mucho antes de que apareciera el libro de Grassmann. De
hecho, unos diez afios despues de la publicacion de la Teoria de la extension ya se tenia una
algebra de matrices desarrollada por Cayley y J. J. Sylvester (1814-1897), y
posteriormente B. Peirce (1809-1880) hizo también contribuciones importantes.

El término "matriz" fue introducido por Sylvester en 1848 en su intento de elaborar un
lenguaje algebraico mas adecuado para el estudio de los determinantes. Sin embargo, el
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algebra de matrices se desarrollé a partir de un trabajo de Cayley sobre transformaciones
lineales. Dadas dos transformaciones del plano en si mismo

S:x'=ax+ by T:x"=ax +by
y'=cx +dy y'=c'x' +dy

su composicion TS es de nuevo una transformacion lineal que se obtiene de aplicar S y
luego T:

TS: x" = (a'a+b'c)x + (a'b+b'd)y
y" = (c'a+d'c)x + (c'b+d'd)y

Notemos que los coeficientes de esta transformacion se obtienen a través del producto de
las matrices formadas por los coeficientes de las transformaciones originales:

a c)a c aa’+cbh’ ac’+cd’

b dAb" d ba’+db’ bec'+dd’ )
El algebra de matrices permanecio sin ser estudiada profundamente durante casi todo el
siglo XIX. A pesar de que W. Gibbs llevé el analisis vectorial y la teoria de matrices a
estadios més avanzados, habia una tendencia mas marcada a favorecer el analisis vectorial
que el algebra de matrices, que permanecian asociadas a transformaciones lineales. Con el
trabajo de Grassmann y con la definicion de espacio vectorial dada por G. Peano en 1888,
se vio que el andlisis vectorial era parte de la teoria de Grassmann. Pronto se produjo un
marcado interés en los vectores y en esa teoria; espacios vectoriales abstractos cuyos

elementos eran funciones o transformaciones lineales fueron estudiados por sus conexiones
con la fisica y con otras ramas de las matematicas como analisis y ecuaciones diferenciales.

Un mayor interés por el estudio de las matrices como entes por si mismos se produjo
después de la Segunda Guerra Mundial con el advenimiento de las computadoras. Quienes
contribuyeron en esto fueron J. von Neumann, H. Goldstine y A. Turing, entre otros
muchos.

7. HACIA UNA TEORIA ABSTRACTA DE GRUPOS

Menciondbamos en la seccion 5 algunos aspectos del tratado de Jordan sobre grupos de
permutaciones y la gran influencia que tuvo este trabajo en la evolucién de la teoria de
grupos, en general. Otro aspecto que también es importante sefialar esta relacionado con el
estudio que hace Jordan de ciertos grupos de sustituciones lineales, los que en la
terminologia moderna, corresponden a los llamados grupos clasicos sobre el campo de
Galois GF(p), p un namero primo. Por ejemplo, el grupo general lineal GL(n,p) de
matrices invertibles de orden n con entradas en el campo finito GF(p), es uno de ellos,
aunque esta es la notaciébn moderna para este grupo. Jordan logra probar que algunos de los
grupos clasicos o sus subgrupos son simples.
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Los grupos simples que tienen un namero finito de elementos son muy importantes pues
con ellos es posible construir cualquier otro grupo finito. La clasificacion de todos los
grupos finitos simples fue el gran anhelo de muchos matematicos del siglo X1X. De hecho,
Otto Holder, el primer matematico en estudiar de forma abstracta los grupos simples (1889)
dice: “Seria de gran intereés si una lista de todos los grupos simples con un namero finito de
operaciones se pudiera conocer” (citado en [12]). Este anhelo comenzd a tener cierto
sentido hacia la segunda década de siglo XX cuando ya habia una lista de varias familias de
grupos finitos simples y se estaban probando teoremas que hacian que los tedricos de
grupos albergaran ciertas esperanzas de poder completar la lista. Ese  momento llegd en
1982 y se dio la clasificacion completa de estos grupos.

Es indiscutible la importancia de los Tratados de Jordan en el desarrollo de la teoria de
grupos, que “... eran una expresion del profundo deseo de Jordan de llevar a cabo una
sintesis conceptual de las matematicas de su tiempo...” (ver [12]). Sin embargo, el concepto
unificador de Jordan a saber, el de grupo de permutaciones, pronto quedaria rebasado con
los trabajos de dos matematicos que fueron atraidos a Paris por la fama de Jordan. Nos
referimos a Félix Klein y a Sophus Lie, quienes permanecieron alli de abril a junio de 1870,
justo cuando el libro de aquél hacia su aparicién. Klein y Lie se hicieron amigos cuando
este Ultimo visitd Berlin en 1869 pues sus investigaciones matematicas tenian puntos en
comun. Lie habia sido introducido a la teoria de grupos por L. Sylow, un matematico
noruego que hizo contribuciones fundamentales a la teoria. Klein y Lie viajaron a Francia,
donde tendrian un estrecho contacto con Jordan y su estancia alli fue determinante para el
trabajo posterior de ambos.

Un claro ejemplo donde se puede apreciar la generalidad del concepto de grupo, ya no
como los grupos de permutaciones de Jordan, Cauchy y Galois sino como grupos de
transformaciones, es en un articulo publicado en 1871 por Klein y Lie en Mathematische
Annalen. En este articulo, sus autores exploran la idea de grupo continuo dimension uno y
establecen la conmutatividad de éstos. Posteriormente a esta colaboracion conjunta, los
intereses matematicos de ambos tomaron caminos separados aunque siempre ligados al
estudio de los grupos: Lie desarrollé su teoria de los grupos continuos y la aplico al estudio
de ecuaciones diferenciales; por su parte, Klein aplicdé la nocién de grupo de
transformaciones al estudio de las geometrias y posteriormente inicié una serie de
investigaciones sobre grupos discretos de transformaciones fraccionales lineales, que son
importantes en el estudio de funciones automorfas.

La famosa conferencia inaugural de Klein en ocasion de su admision como profesor a la
Universidad de Erlangen en 1872, también marcaria un profundo cambio en la concepcion
de la nocion de grupo. En esta conferencia, de titulo “Resumen Comparativo de
Investigaciones Recientes en Geometria”, Klein establece lo que seria llamado el Programa
de Erlangen, cuyo eje principal era la clasificacion de las geometrias (euclidianas y no-
euclidianas) como el estudio de invariantes bajo varios grupos de transformaciones. En este
programa, Klein introduce varios grupos y sus geometrias asociadas, tales como el grupo
proyectivo, el grupo de movimientos rigidos, el grupo hiperbdlico, etcétera, creando asi una
nueva concepcion, tanto del concepto de grupo como del de geometria.

73



APUNTES DE HISTORIA DE LAS MATEMATICAS VOL. 2, NO. 2, MAYO 2003

Por otra parte, en un articulo publicado en Mathematische Annalen en1873 Klein introduce
el concepto de grupo de transformaciones en relacién con su estudio de las geometrias no-
euclidianas. En este articulo, Klein define el concepto de grupo a la manera de Jordan: Si
dos transformaciones A y B pertenecen al grupo, entonces su producto AB también es un
elemento del grupo; en este caso, el producto es composicion de funciones. Pero Klein se
da cuenta que aparte de la condicién de cerradura del producto también requiere que el
inverso de cada elemento pertenezca al grupo; esto es, si A es un transformacién del grupo,

entonces A, la transformacion inversa de A, también debe pertenecer al grupo.

En este mismo articulo, Klein afirma que cada uno de los métodos de la geometria se
caracteriza por un grupo de transformaciones, idea que ya estaba presente en su programa
de Erlangen. De acuerdo con este punto de vista, la geometria proyectiva no es otra cosa
que el estudio de aquellas propiedades de las figuras que permanecen invariantes bajo
transformaciones proyectivas; la geometria euclidiana es estudiar las propiedades
invariantes bajo el grupo de desplazamientos euclidianos, las transformaciones de similitud
y las reflexiones (el grupo euclidiano), y asi sucesivamente.

Por su parte, las ideas de Lie sobre grupos continuos de transformaciones empiezan a tomar
forma desde 1870 y lo llevaron a formular lo que ahora se conoce como la Teoria de Lie
(Grupos de Lie y Algebras de Lie), la cual se convirtié en una rama independiente de las
matematicas. Las investigaciones de Lie sobre en este campo fueron publicadas entre 1872
y 1879; sus ideas probaron ser de una fecundidad extraordinaria pues aun hoy, a mas de un
siglo de distancia, los matematicos siguen demostrando resultados importantes relacionados
con los grupos y algebras de Lie; ademas, las aplicaciones de esta teoria son muchas y muy
variadas, tanto dentro de las matematicas como fuera de ellas.

Es imposible hacer un resumen, aunque sea breve, de las ideas de Lie sin recurrir a
tecnicismos por lo que comentaremos muy superficialmente parte de su trabajo. Los
primeros trabajos de Lie estaban relacionados con la integracion de ecuaciones
diferenciales parciales; sus investigaciones lo llevaron a considerar grupos de
transformaciones que dejaran invariante una ecuacion diferencial parcial (simetrias de
ecuaciones diferenciales) y pronto pudo darse cuenta que los distintos métodos conocidos
en la época para integrar ecuaciones diferenciales eran casos particulares de una teoria
general en la que cada ecuacion podia integrarse debido a que ésta quedaba invariante bajo
la accion de un grupo continuo de transformaciones que, en esos casos, podia ser calculado
con facilidad. De esta manera, la intencion de Lie era crear una teoria para resolver
ecuaciones diferenciales similar a la creada por Galois para las ecuaciones algebraicas. Asi,
dada una ecuacion diferencial, se deberia encontrar un grupo de transformaciones que
dejara invariante a la ecuacion y por medio del estudio de las propiedades del grupo,
simplificar la ecuacion para resolverla. Si bien no pudo dar una formulacion completa de
una “teoria de Galois para ecuaciones diferenciales” su trabajo fue fundamental en el
desarrollo posterior de la teoria de grupos.

Todas estas investigaciones sobre grupos continuos de transformaciones prepararon el

camino para la definicion abstracta de grupo pues dieron lugar a una visién mas amplia del
concepto, se dieron ejemplos de grupos infinitos y extendieron el campo de aplicacion de la
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nocion de grupo, la cual estaba presente en algunos desarrollos de la teoria de numeros, la
geometria, ecuaciones diferenciales y la teoria de funciones.

Otros matematicos que contribuyeron significativamente a la Teoria de los grupos y
algebras de Lie fueron W. Killing, E. Cartan, H.Weyl, E. Dynkin, entre otros muchos.

El paso decisivo que definid la teoria de grupos de forma abstracta fue dado por Arthur
Cayley. En 1854 escribi6 un articulo titulado “Sobre la teoria de grupos que dependen de

la ecuacion simbolica " =1 en el cual podemos encontrar la primera definicién abstracta
de un grupo:
Un conjunto de simbolos 1, o, B, ... todos ellos diferentes, y tal que el producto de
cualesquiera dos de ellos (no importa en qué orden), o el producto de cualquiera de ellos
consigo mismo, pertenece al conjunto, se dice ser un grupo.

Como parte de la definicion, Cayley establece que el producto de esos simbolos no tiene
por qué ser conmutativo, pero si debe ser asociativo. Cayley presenta varios ejemplos, tales
como los cuaternios (con la suma), las matrices invertibles (con la multiplicacién de
matrices), grupos de permutaciones, etcétera. También muestra que cualquier grupo
abstracto e isomorfo a un grupo de permutaciones, lo que ahora llamamos el teorema de
Cayley. Introduce la tabla de multiplicacion de un grupo y afirma que un grupo abstracto
queda determinado por ésta.

A pesar de que Cayley era ampliamente conocido en el ambiente matematico de la época,
su definicion de grupo no llamé la atencion de la comunidad y tuvieron que pasar bastantes
afios para que el concepto abstracto de grupo empezara a permear a los matematicos de
finales del siglo XIX. De nuevo, fue Cayley quien, en una serie de articulos, llamé la
atencion sobre el tema. Es oportuno sefialar que Cayley estaba inmerso en un ambiente que
permitia la abstraccion, pues otros matematicos que dieron definiciones abstractas de grupo
fueron R. Dedekind, H. Weber, W. von Dyck.

Es imposible nombrar a todos los que contribuyeron con sus investigaciones al desarrollo
moderno de la teoria de grupos. En estas lineas hemos hecho una sintesis de algunas de las
lineas principales sobre el tema. Un estudio mas completo deberia incluir aportaciones
importantes de varios matematicos tales como L. Sylow, E. Mathieu, G. Frobenius. O.
Holder, G. A. Miller, W. Burnside, J.A. de Séguier, Eisenstein, Clebsh, etcétera.

Para terminar esta seccion citamos las palabras de H. Wussing (ver [12]): “La teoria de
grupos aparece como una disciplina distinta a través de toda la matematica moderna.
Permea las areas mas variadas como un principio ordenador y clasificante”.

8. LEY DE COMPOSICION: EL CONCEPTO BASICO DEL ALGEBRA

El concepto primordial, fundamental, en el algebra contemporanea es el de operacion o ley
de composicion. Segun Bourbaki, el concepto de ley de composicion es uno de los
conceptos matematicos que podemos considerar entre los mas primitivos. En efecto, una
vez que el hombre primitivo tuvo cierta familiaridad con el proceso de contar, el siguiente
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paso fue sin duda calcular®®. En todo calculo intervienen dos ingredientes: los objetos con
los que se opera (calcula) y las reglas de operacion (las reglas del calculo). Estas ultimas
son las que realmente importan pues de los objetos sélo nos interesa que satisfagan las
reglas de operacion.

Aqui es precisamente donde podemos encontrar la caracteristica principal del algebra
contemporanea: su objeto de estudio son los sistemas algebraicos, entendiendo por éstos un
conjunto de objetos en el cual estan definidas una o varias leyes de composicidn que operan
entre esos objetos y que satisfacen ciertas reglas (los axiomas) dadas de antemano. Asi, la
abstraccion viene del hecho de que no interesa para nada la naturaleza de los elementos con
los que se opera; lo que realmente importa es que se satisfagan los axiomas que definen las
operaciones entre dichos elementos.

Es en la escuela inglesa de la segunda mitad del siglo XIX donde se tomaria conciencia del
papel totalmente independiente del algebra. Algunos de los matematicos ingleses
iniciadores de este movimiento son G. Peacock, D. Gregory y A. De Morgan. Por ejemplo,
una cita de Gregory con respecto al algebra simbolica es muy clara al respecto:

La luz entonces en la cual consideraria al algebra simbélica es la de que es la ciencia que trata
de la combinacién de operaciones definidas no por su naturaleza, esto es, por lo que son o por
lo que hacen, sino por las leyes de combinacion a las que estan sujetas..... es verdad que estas
leyes han sido en muchos casos sugeridas por las leyes conocidas de las operaciones de
nameros, pero el paso que lleva de algebra aritmética a &lgebra simbdlica es que, dejando de
lado la naturaleza de las operaciones que los simbolos que usamos representan, nosotros
suponemos la existencia de clases de operaciones desconocidas sujetas a las mismas leyes. Es
asi posible que probemos ciertas relaciones entre las diferentes clases de operaciones las que,
cuando se expresan en simbolos, son llamadas teoremas algebraicos.

Estaba asi construyéndose el camino hacia la abstracciéon. Los pasos decisivos hacia la
nocion abstracta de ley de composicion los dan los algebristas de la escuela inglesa, entre
1830 y 1850, a partir de sus reflexiones sobre la naturaleza de los nimeros imaginarios.
Inmediatamente se amplian los dominios del algebra pues se aplica el concepto de ley de
composicion a una multitud de nuevos entes matematicos: algebra de la I6gica con Boole;
vectores, cuaternios y sistemas complejos generales con Hamilton, y matrices y leyes no
asociativas con Cayley.

Como consecuencia de todo ese hervidero de ideas originales y fecundas que vinieron a dar
nueva vida al algebra, se preparaba el camino hacia la generalizacién y la abstraccion. El
algebra ya no seria mas el estudio de las ecuaciones y ésta se orienta a lo que hoy
consideramos como el problema fundamental del algebra: el estudio de las estructuras
algebraicas por si mismas. Asi, el siglo XX seria testigo de todo un movimiento renovador
del algebra del que surgen nuevas estructuras y teorias algebraicas: la teoria de anillos, la
teoria de campos, la teoria de mddulos, la teoria de representaciones de grupos y de
algebras, etcétera.

13 Este proceso debié ser muy largo. Segiin Dieudonné, aunque las primeras nociones matematicas tales como
el nimero, el espacio y el tiempo, aunque surgidas de las necesidades practicas, son de suyo muy abstractas.
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Por lo que respecta al nombre algebra moderna, éste se hace popular con la publicacion
del tratado de B.L. van der Waerden en 1930, Modern Algebra, y del cual se puede decir
que es el primer texto publicado donde se hace una exposicion de manera axiomatica de las
nuevas ideas y tendencias del algebra en esa época.

La labor de axiomatizacion del algebra se da principalmente en la escuela alemana
moderna, comenzando con una unificacion de las varias tendencias que se dieron, entre las
cuales podemos mencionar los trabajos de Dirichlet, Kummer, Kronecker, Weber,
Sylvester, Clifford, Peirce, Dickson, Wedderburn, Weierstrass. Frobenius, Molien,
Laguerre y Cartan, entre otros. Esta sintesis fue iniciada por Dedekind y Hilbert en los
ultimos afios del siglo X1X y continuada por E. Steinitz, E. Artin, E. Noether, Hasse, Krull,
Schreier, culminando con van der Waerden. El tratado de van der Waerden, publicado en
1930, reunid por primera vez estos trabajos en una exposicion de conjunto, abriendo el
camino y sirviendo de guia a las mdultiples investigaciones posteriores del algebra
abstracta.

EPILOGO

En este trabajo hemos presentado, de manera sucinta, algunos de los eventos mas
importantes que a lo largo de la historia de las matemaéticas dieron forma a una de sus areas
mas importantes: el algebra moderna. Como se ha visto, en este desarrollo del algebra han
intervenido practicamente todos los matematicos importantes que registra la historia de esta
disciplina y, aunque no lo hicimos explicito, nos hemos dado cuenta de que la evolucion del
algebra no se di6 de manera independiente a otras ramas de la matematica. Antes bien, es
un proceso de constante retroalimentacion en donde el avance de una rama influye en el
avance de las otras. Todo esto por continuar esa gran aventura del pensamiento que
[lamamos MATEMATICAS.

Por ultimo, debo agradecer al Profesor Marco Antonio Valencia Arvizu, editor de estos
Apuntes de Historia de las Mateméticas, por animarme a presentar por escrito lo que muy
sucintamente presenté en una de las sesiones del Seminario de Historia de las Matematicas
de nuestro departamento, dirigido por él y ya con varios afios de estar funcionando. Pero
sobre todo, debo agradecerle su paciencia y sus sugerencias en la preparacion de este
escrito.
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